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1. Einleitung

Matrizengruppen iiber den reellen oder komplexen Zahlen sind topologische Gruppen
und ihre Fundamentalgruppen sind interessante Invarianten. Wahrend die Fundamen-
talgruppe tiber stetige Schleifen am Basispunkt und Homotopien definiert ist, konnen
wir uns fragen, welche Gruppe man erhélt, wenn man nur polynomiale Schleifen am
Basispunkt und polynomiale Homotopien zuléasst. Wahrend die Fundamentalgruppe
eine Klassifikation der Uberlagerungen erlaubt, so erhalten wir durch die “polynomiale
Fundamentalgruppe” eine Klassifikation der zentralen Gruppenerweiterungen - ein
homologietheoretisches Analogon von Uberlagerungen.

Fiir eine Uberlagerung X — X mit Faser F iiber dem Basispunkt und punktiertem
Schleifenraum QX gibt es eine Liftungsabbildung L : QX — F', die im Fall einer
topologischen Gruppe X = G ein Gruppenhomomorphismus ist. Ist X die univer-
selle Uberlagerung, so liefert L unter 7, einen Isomorphismus 7 (X, *) — F. Jede
Uberlagerung topologischer Gruppen ist auch eine zentrale Erweiterung - jedoch nicht
umgekehrt. Die zentralen Erweiterungen einer perfekten Gruppe G werden klassifiziert
durch den Schur-Multiplikator Hy(G, Z); das ist der Kern der universellen zentralen
Erweiterung. Wir betrachten den Fall X = G(k), wobei G(k) die k-rationalen Punkte
einer einfach zusammenhédngenden Chevalley-Gruppe G mit Wurzelsystem & fiir einen
unendlichen Koérper k ist. Dann ist der Schur-Multiplikator Hy(G(k),Z) =: Ky (P, k),
die zweite instabile K-Theorie beziiglich & und die universelle zentrale Erweiterung
ist die Steinberg-Gruppe St(®, k).

Wir definieren eine simpliziale Gruppe Sing‘}1 G(k), deren n-Simplizes genau die
Matrizen aus G(k[ti, ..., t,]) sind und zeigen, dass ihre simpliziale Fundamentalgruppe

genau die instabile K-Theorie ist, indem wir (unter einer gewissen Regularitatsvoraus-
setzung an Ky(®, k)) die simpliziale Uberlagerung

Ky (®, k) — Sing®’ St(®, k) — Sing? G(k)

und ihren Liftungshomomorphismus L studieren. Wir geben eine explizite Umkehrab-
1
bildung zu L an und kénnen somit alle Schleifen in Sing? G(k) bis auf Homotopie
explizit beschreiben.
Die genannte Regularitdtsvoraussetzung ist Homotopieinvarianz von Ky(®,-) in
einer Variablen iiber einem Korper k, d.h.

Ko (@, k[t]) ~ Ko(D, k).

Fir ® = A, mit n > 3 ist die Aussage bereits durch Satze von Quillen und van der
Kallen bekannt. Fiir rk ® > 3 ist dies eine Vermutung von Wendt.

Wir arbeiten mit der Steinberg-Prisentation der universellen zentralen Erweiterung
St(®, k) von G(k) und mit der Matsumoto-Présentation ihres Kerns, der instabilen
zweiten K-Theorie von k:

K57(k), falls & symplektisch,
K¥(k)  sonmst.

KQ(@, k‘) >~ {



1. FEinleitung

Matsumotos Beweis dieser Présentation wird in dieser Arbeit ausfiihrlich nachge-
rechnet. Die Ergebnisse iiber die Fundamentalgruppe von Sing‘fxl G(k) liefern eine
Verallgemeinerung eines Satzes von Jardine auf instabile K-Theorie und unendliche
Korper, die nicht notwendig algebraisch abgeschlossen sind:

m (Sings” G(k)) ~ Ka(®, k)
Unter Verwendung von Resultaten von Morel und Wendt
' (G)(k) ~ m (Sings’ G(k))

erhalten wir schlieklich eine Aussage tiber 771*1, die motivische Fundamentalgruppe im
Sinne von Morel und Voevodsky.

Damit ist die urspriingliche Fragestellung der Arbeit beantwortet:
“Wie sehen die Schleifen in der A'-Homotopietheorie von G(k) aus?”.

Der Beweis wird gefiihrt, indem zunéchst iiber ein Fasersequenzen-Argument herge-
leitet wird, dass die Liftungsabbildung L : m (Sing® G(k)) = Ky (k) ein Isomorphis-
mus ist (hier geht die Homotopieinvarianz von instabilem K, in einer Variablen ein).
Dann wird eine Schleifenabbildung C : k* x k* — Q Sing®’ G(k) definiert, die bis auf
Homotopie iiber K¥(k) (bzw. fiir symplektisches G iiber K5¥(k)) faktorisiert. Diese
Abbildung ist invers zu L, wobei wir, um die Abbildung C' : K¥(k) — m1(Sing®' G(k))
als Inverse zu L : m(Sing? G(k)) = Ky (k) aufzufassen, den Satz von Matsumoto
verwenden. Fiir die Faktorisierung der Abbildung C sind Relationen in € Sing®' G(k)
bis auf Homotopie nachzurechnen, wozu vor allem ein homotopietheoretisches Ana-
logon von Chevalleys Kommutatorformel notwendig ist. Durch die Identifikation
von ﬂl(Singfl G(k)) mit 74" (G)(k) aufgrund der affinen Brown-Gersten-Eigenschaft
von Sing? G lisst sich die Steinberg-Relation in KM (k) bzw. in K57(k) innerhalb
der A'-Homotopietheorie zeigen, was ein allgemeines Argument von Hu und Kriz
verwendet.

Struktur der Arbeit

Im zweiten Kapitel werden Gruppenhomologie, Kohomologie und der Zusammenhang
mit Gruppenerweiterungen und K-Theorie kurz vorgestellt, um den Einstieg in Aussage
und Beweis des Satzes von Matsumoto zu erleichtern. Im dritten Kapitel werden
einfach zusammenhéngende Chevalley-Gruppen definiert und eine Présentation fiir
die k-rationalen Punkte iiber einem Korper k vorgestellt. Ziel der Kapitel zwei und
drei ist die Definition der Steinberggruppe und der instabilen K-Theorie zu einem
Wurzelsystem in Definition 3.31.

Das vierte Kapitel beschéftigt sich mit dem Satz von Matsumoto und seinem
Beweis, fiir den die ersten drei Kapitel Voraussetzung sind. Der Beweis des Satzes ist
ausfiihrlicher ausgearbeitet als im urspriinglichen Artikel von Matsumoto und kann
somit als Hilfe zum Verstdndnis dienen. Auf der anderen Seite ist das Studium des
Beweises fiir das erste Verstdndnis der restlichen Arbeit nicht zwingend erforderlich.
An einigen spéteren Textstellen wird auf einzelne Passagen des Beweises hingewiesen,



diese sind dann besonders ausfiihrlich gehalten, um den Quereinstieg zu ermdglichen.
Es ist moglich, das vierte Kapitel zu lesen, ohne die folgenden Kapitel zu beachten.

Im fiinften Kapitel werden kurz die benotigten Grundlagen iiber abstrakte Homoto-
pietheorie (Modellkategorien, simpliziale Gruppen, Fasersequenzen) gesammelt. Diese
Begriffe werden in den nachfolgenden Kapiteln benotigt.

Das sechste Kapitel ist der Hauptteil der Arbeit. Hier werden die singuldre Auflé-
sung einer einfach zusammenhéngenden Chevalley-Gruppe und ihrer Steinberggruppe
studiert und die simpliziale Fundamentalgruppe prasentiert.

Im siebten Kapitel wird kurz die affine Brown-Gersten-Eigenschaft erlautert und
damit der Zusammenhang zur motivischen Homotopietheorie hergestellt, der die
urspriingliche Motivation fiir die angestellten Untersuchungen war. Ein kurzer Ausblick
skizziert, was wir getan haben und wie sich die Untersuchungen moglicherweise
verallgemeinern liefen. Im Anhang sind als Referenz fiir den Beweis des Satzes von
Matsumoto die betrachteten Wurzelsysteme (und Dynkindiagramme) von Rang 1
und 2 dargestellt, zur Anschauung eine Ubersetzung der Steinberg-Prisentation von
SLy und SLj in Matrizen und schlieflich eine explizite Berechnung der Weylgruppen
bestimmter Wurzelsysteme, die im Beweis des Satzes von Matsumoto verwendet
werden.

Es gibt einen Notationsindex auf S. 108, dort findet sich auch eine Zusammenstellung
der verwendeten Konventionen, auf die im Text aber auch jeweils hingewiesen wird.

Inhaltlich neu sind in dieser Arbeit, dem besten Wissen des Autors nach, nur
Kapitel 6 und die ausfiihrliche Ausarbeitung von Matsumotos Beweis in Abschnitt 4.3.
In der Behandlung von Steinberg-Kozykeln haben wir einige Beweise mit Kozykeln in
K-theoretische Beweise libersetzt und damit Rechnungen iibersichtlicher strukturiert.

Wenn ein Beweis weggelassen wurde (z.B. weil Literatur zitiert wurde, oder weil
die Beweisidee klar ist), ist dies mit einem Diamanten (¢) markiert, das Ende eines
Beweises mit einem Quadrat (OJ).

Der Textsatz wurde mit ITEX, die Grafiken mit TikZ/PGF erstellt. Die Grafiken
sind hiermit unter der “Creative Commons Namensnennung-Weitergabe unter gleichen
Bedingungen 3.0 Unported” Lizenz zur Verfiigung gestellt.
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2. K-Theorie und Gruppenkohomologie

2.1. Gruppenerweiterungen

Sei in diesem Abschnitt G eine beliebige Gruppe. Wir nennen eine abelsche Gruppe
A mit G-Linksoperation einen G-Modul und notieren die Operation von g € G auf
a € A mit g.a. Wir notieren Gruppen, wenn nicht anders angegeben, multiplikativ
mit neutralem Element 1.

Definition 2.1. Eine Gruppenerweiterung E einer Gruppe G durch eine abelsche
Gruppe A ist eine kurze exakte Sequenz

A—FE -G

mit einer Gruppe E. Ein Morphismus von Gruppenerweiterungen ¢ : E— E' ist ein
kommutierendes Diagramm von Gruppenhomomorphismen:

Ac FE G
‘w ‘@ hid
A« £’ G

Die Kategorie aller Erweiterungen einer Gruppe G wollen wir Ext'(G, ) nennen.

Die Baer-Summe von Gruppenerweiterungen A < E — G und A — E' — G ist
definiert als Quotient des Faserprodukts von £ — G mit £’ — G, bei dem beide
Kopien von A miteinander identifiziert werden:

EaP* E = (Exg E)/{((1ga, 1) — (1g,alp))),

wobei wir mit (...) den erzeugten Normalteiler bezeichnen. Damit ist £ @&P" E’ wieder
eine Gruppe. Wir bemerken noch, dass es bei zentralen Erweiterungen F, E’ auch
moglich ist, die Relation (ea,e’) ~ (e, ae’) heraus zu teilen, wie in der Literatur iiblich.
Bei nicht-zentralen Erweiterungen ist der davon erzeugte Normalteiler allerdings zu
grok.

Diese Definitionen lassen sich verallgemeinern auf n-fache Yoneda-Erweiterungen,
die wir hier aber nicht bendtigen.

Bemerkung 2.2. In Definition 2.1 tritt eine Schwierigkeit auf, die wir besonders
hervorheben wollen: Wihrend A eine abelsche Gruppe ist, die wir auch zumeist
additiv notieren werden, sind G und F keineswegs als abelsch vorausgesetzt, werden
dementsprechend auch multiplikativ geschrieben. Uber den Monomorphismus A < E
einer Erweiterung F von G durch A kénnen wir die Elemente von A als Elemente
von E auffassen und werden sie dann multiplikativ schreiben. Von dieser Konvention
gibt es eine wichtige Ausnahme: Wenn die Elemente von A sdmtlich mit denen von E
kommutieren, so wird in der Literatur gelegentlich eine gemischt multiplikativ-additive
Notation verwendet.



2. K-Theorie und Gruppenkohomologie

Proposition 2.3. Jeder Erweiterung A — E — G ordnen wir auf A eine induzierte
G-Modul-Struktur zu, indem G = E/A durch Konjugation auf A operiert:

g.a :=s(g)as(g)~t, wobei s ein mengentheoretischer Schnitt ist. Das definiert einen
Funktor von Extl(G, -) in die Kategorie der G-Moduln, wenn wir einem Morphismus
von Erweiterungen ¢ : E — E' den Morphismus ¢|s : A — A’ zuordnen.

Die Fuaser dieses Funktors tiber einem vorgegebenen G-Modul A ist die Kategorie mit
Objekten A — E — G sodass die induzierte G-Operation auf A mit der vorgegebenen
tbereinstimmt. Morphismen ¢ von A — E — G nach A — E' — G in der Faser sind
somit genau die Morphismen ¢ : E — E', die mit der Identitdt von G kommutieren
und auf A eingeschrinkt G-dquivariant sind.

Beweis. Wihlen wir zwei mengentheoretische Schnitte s,s’ : G — E, so stimmen
g.a = s(g)as(g)~! und s'(g)as’'(g)~"! iiberein, da s(g)s'(g)”* unter £ — G auf 1
abgebildet wird, also in der abelschen Gruppe A liegt, in der jede Konjugation mit
Elementen aus A trivial operiert. Fiir die Funktorialitdat der Konstruktion ist noch
nachzuweisen, dass p|4 : A — A’ ein G-dquivarianter Homomorphismus ist. Es ist
aber fiir einen mengentheoretischen Schnitt s : G — E auch ¢ os : G — E’ ein
mengentheoretischer Schnitt und da ¢ ein Homomorphismus ist, rechnen wir nach:

plalg.a) = ¢lals(9)as(g)™") = e(s(g))e(a)e(s(g) " = g.p(a). O

Definition 2.4. Wir wollen die Faser des Funktors Ext'(G,-) — G-Mod aus Propo-
sition 2.3 iiber einem gegebenen G-Modul A mit Ext'(G, A) bezeichnen.

Proposition 2.5. Gegeben ein Isomorphismus ¢ € Homgy (g a)(E, E'), so gibt es
auch einen Gruppenisomorphismus ¢ : E— E', der auf A eingeschrinkt die Identitdt
ist und mit der Identitdt auf G kommutiert.

Beweis. Wir konstruieren aus der Erweiterung A — E’ — G und dem Gruppenhomo-
morphismus ¢ : F — E’ eine neue Erweiterung A <— E’ — G, wobei wir £/ — G wie
zuvor belassen und A < FE’ {iber die Komposition A < F % E’ definieren. Damit ist
die Einschréankung von ¢ : ' — E’ auf A offensichtlich eine Abbildung ¢ : A — F’,
die ein a € A auf dasselbe Element abbildet wie der Monomorphismus A < E’. Dabei
haben wir benutzt, dass ¢ ein Isomorphismus ist. Um den Beweis vollstandig zu
machen, definieren wir noch ¢ := . m

Damit stimmt unser Isomorphiebegriff in Ext!' (G, A) also iiberein mit dem etwas
artifiziellen Begriff der Aquivalenz von Erweiterungen aus [Wei95, 6.6.2, S. 183|.

Definition 2.6. Eine zentrale Erweiterung von G durch A ist eine Erweiterung
E sodass A mit A — FE ins Zentrum von FE abgebildet wird. Die induzierte G-
Linksoperation auf A durch Konjugation in F ist dann notwendig trivial.

Bemerkung 2.7. Fiir G-Moduln A lisst sich der Funktor der G-Invarianten A — A%
als kovarianter, linksexakter Hom-Funktor der Kategorie Z|G]-Mod auffassen:

AG = HOmz[G} (Z, A)



2.1. Gruppenerweiterungen

Den n-ten Rechtsderivierten R" Homgg)(Z, ) bezeichnet man als Exty(Z;-) oder
auch als H"(G; ), die n-te Gruppenkohomologie. Der Funktor Ab — G-Mod, der eine
abelsche Gruppe mit einer trivialen G-Operation ausstattet, ist linksadjungiert zum
Funktor der G-Invarianten.

Wir kénnen den zweiten Rechtsderivierten, also H?(G; A), mit der normalisierten
Bar-Auflosung (siehe [Wei95, Application 6.5.5, S. 179]) explizit berechnen:

Definition 2.8. Sei A ein G-Modul. Ein normalisierter 2-Kozykel ist eine Abbildung
c: G x G — A, sodass fiir alle f,g,h € G gilt:

c(g,1) = c(1,9) =0,
felg,h) —c(fg,h) +c(f, gh) —c(f,g) = 0.

Die erste Eigenschaft ist die Normalisiertheit, die zweite verschwindendes Differential.
Ein normalisierter 2-Kozykel ¢ heifst normalisierter 2-Korand, wenn es eine Abbil-
dung a: G — A mit a(1) = 0 (normalisiert) gibt, sodass

c(g,h) = g.a(h) — a(gh) + a(g).

Unterscheiden sich zwei Kozykel ¢, ¢ nur um einen Korand, d.h. ¢ — ¢ ist ein 2-Korand,
so heiken ¢ und ¢ kohomolog. Die abelsche Gruppe aller 2-Kozykel Z%(G, A) modulo
der Untergruppe aller 2-Korénder B%(G, A) ist die zweite Gruppenkohomologie

H*(G,A) = Z*(G, A)/B*(G, A).

Satz 2.9. Sei G eine Gruppe und A ein G-Modul. Dann klassifiziert H*(G; A) die Iso-
morphieklassen in Ext' (G, A) und die Gruppenstruktur auf der Kohomologie entspricht
der Baer-Summe von Erweiterungen, d.h. jeder Erweiterung in Extl(G, A) lasst sich
ein Element in H*(G; A) zuordnen, sodass jedes Element von H?(G; A) zu genau einer
Isomorphicklasse korrespondiert. Damit bilden die Isomorphieklassen in Ext'(G; A)
eine Menge. Insbesondere klassifiziert H*(G; A) fiir einen trivialen G-Modul A genau
die Isomorphieklassen der zentralen Erweiterungen von G durch A.

Wir werden diesen Satz in drei Propositionen beweisen, da wir die dazu verwendeten
Konstruktionen spéter im Beweis von Matsumotos Satz wiedersehen werden.

Definition 2.10. Sei A ein G-Modul und ¢ ein normalisierter 2-Kozykel. Dann
definiert ¢ eine Erweiterungen von G durch A als die Menge A x¢G := A x G mit der
Multiplikation

(a,g)-(b,h) = (a+gb+c(g,h),gh).

Ist die G-Operation auf A trivial, so reduziert sich das auf (a +b+ (g, h), gh). Ist der
Kozykel trivial (konstant 0 € A), so reduziert sich das auf das semidirekte Produkt
A x G. Eine Erweiterung von G durch A heiftt split, wenn sie zum semidirekten
Produkt isomorph ist. Wir bezeichnen mit A x¢ G sowohl die Gruppe, die wir soeben
definiert haben, als auch die Erweiterung

A= AxGd =G
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mit den offensichtlichen Abbildungen a — (a, 1) bzw. (a,g) — ¢g und nennen beides
getwistetes semidirektes Produkt. Man beachte, dass die Notation x¢ fiir das getwistete
Produkt leicht verwechselt werden kann mit dem ungetwisteten semidirekten Produkt
X, wenn ¢ eine Gruppenoperation bezeichnet.

Proposition 2.11. Die in Definition 2.10 definierte bindre Operation - auf A X G
erfillt tatsachlich die Gruppenaziome.

Beweis. Seien a,b,d € Aund f, g,h € G beliebig. Die Paare (a+g.b+c(g, h), gh) sind
Elemente der Menge A x G, da a, g.b, c(g,h) € A und gh € G liegen. Die Verkniipfung
- ist assoziativ, denn

(avg) ’ ((b7 h) ’ <d7 f)) = (a +gb+ghd+gc(h7 f) + C(ga hf),ghf),

(((l,g) ' (b7 h)) ’ (da f) = (CL+gb+ C(g7h) +ghd+ C(gh, f)7ghf)

und mit dem Kozykel-Axiom g.c(h, f) — c¢(gh, f) + ¢(g, hf) — c¢(g,h) = 0 folgt die
Gleichheit der beiden rechten Terme. Das neutrale Element in A x¢ G ist (0,1), denn
mit der Normiertheit von 2-Kozykeln folgt

(a,9)-(0,1) = (a4 9.0+ c(g,1),91) = (a,9),

(0,1) - (a,9) = (0+La+c(l,9),1g) = (a, 9).
Das Inverse von (a, g) ist gegeben durch (—g~t.a — g~t.c(g,97'),g7'), denn

(a,9) (=g ta—g " clg.g7"),97") = (0,1),

(—gha—g " elg.g ), 97" (a,9) = (=g "elg,97") +clgt,9),1) = (0,1),

wobei wir noch g7t.c(g,g71) = ¢(g7', g) benutzt haben, was aus dem Axiom “ver-
schwindendes Differential” folgt. m

Proposition 2.12. Sei A — FE — G eine Erweiterung und s : G — E ein punktierter
mengentheoretischer Schnitt, d.h. eine Abbildung G — E, die die Identitit auf die
Identitit abbildet. Dann definiert c(g,h) := s(g)s(h)s(gh)™! einen normalisierten
2-Kozykel.

Die durch ¢ definierte Erweiterung A — A x¢G — G ist isomorph zu A — E —
G und der mengentheoretische Schnitt 8 : G — A x°G, g — (0,9) liefert den
urspringlichen Kozykel ¢ zuriick.

Beweis. Die Abbildung E — G bildet das Produkt s(g)s(h)s(gh)~! auf gh(gh)™! =1
ab, wegen Exaktheit von A — E — G liegt es also schon in A. Die Normalisierung
ist durch die Forderung s(1) = 1 erfiillt und die Bedingung vom verschwindenden
Differential rechnet man in E nach:
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Fiir alle f, g, h € G gilt

(f.c(g, h)) -
=s(f)s(g)s(h)s(gh)” S(f) '
~s(f)s (gh)S(fgh)
-s(fgh)s(h)"s(fg) ™"

+s(fg)s(g)'s(f)

=s(f)s(g)s(h)s(gh)~" s(gh) s(h)™" s(g)~'s(f)™"
=s(f)s(g)s(h)s(h)s(g)'s(f) " = 1.

c(f,gh)-c(fg.h) ™" - c(f,9)7"

Die Abbildung ¢ : A x¢ G — E definiert man iiber s : G — E und A — E als
¢ : (a,g) — as(g). Diese Abbildung ist ein Gruppenhomomorphismus:

¢((a,9)(b, 1)) =p(a+g.b+ 0( ,h), gh)
=as(g)bs(g)'s(g)s(h)s(gh)"s(gh)
=as(g)bs(h)
=p(a, g)p(b, h)

und damit offensichtlich ein Morphismus von Erweiterungen.

Die Abbildung ¢ ist injektiv, da fiir as(g)s(h)~'0~! = 1 durch E — G schon
gh™ =1, also h = g folgt, dann ab™! = as(g)s(g)~'b = 1, also a = b. Zuletzt ist
¢ surjektiv, da jedes Element e € FE sich von s(m(e)) nur um ein Element aus A
unterscheidet, also als e = as(w(e)) geschrieben werden kann. O

Proposition 2.13. Die 2-Kozykel zu zwei verschiedenen punktierten mengentheore-
tischen Schnitten s : G — E sind kohomolog. Sind umgekehrt zwei 2-Kozykel ¢,
kohomolog, so gibt es einen punktierten mengentheoretischen Schnitt s’ : G — A x°¢ G,
sodass (g, h) = s'(g)s'(h)s'(gh)~'. Zwei Kozykel c,c’ sind gleich, genau dann wenn
es einen Gruppenisomorphismus A x¢G — A x¢ G gibt, der mit den Identititen auf
A und G wvertraglich ist.

Beweis. Sind s und s’ zwei mengentheoretische Schnitte G — E der Erweiterung
A— FE — G mit s(1) = §(1) = idg, so gibt es fiir jedes g € G ein (g) € A mit
s(g) = B(g)s'(g). Es ist B(g) — B(gh) + g.B(h) = (g, h) — c(g, h), wobei c und ¢ die
2-Kozykel zu den Schnitten s und s’ bezeichnen.

Seien nun ¢, ¢ kohomolog, also ¢(g,h) — (g, h) = g.a(h) — a(gh) + a(g) fiir eine
punktierte Abbildung o : G — A. Der Schnitt ' : G — AX°G, g +— (—a(g), g) liefert
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Jetzt wollen wir noch die letzte Aussage zeigen. Die zugrunde liegende Menge ist
bei beiden getwisteten Produkten A x G und die bijektive Abbildung ¢ : A ¢ G —
Ax G, (a,9) — (a+ alg),g) ist ein Gruppenisomorphismus:

w((a, g)(b,h))
Definition der Multiplikation) =¢(a + ¢.b+ c(g,h), gh)
pla+g.b+(g,h) +g.a(h) —algh) + alg), gh)
(a+alg) + g.b+ g.a(h)+(g,h), gh)
Definition der Multiplikation) =(a + a(g),g)(b+ a(h),h)
Definition von ¢) =¢(a, g)p(b, h).

Definition von «)

(
(
(Definition von ¢)
(
(

Ein Isomorphismus Ax¢G — Ax¢ G, der mit den Identititen auf A und G vertréaglich
ist, ist wegen (a, g) = (a,1)(0, g) bereits auf den Mengen A x 1 und 0 x G eindeutig
festgelegt durch ¢(a,1) = (a,1) und ¢(0, g) = (0, g). Also ist a konstant 0 und ¢ die
Identitat auf A x G, somit stimmen die Gruppenstrukturen iiberein und damit die
Kozykel ¢ und ¢'. ]

Nun haben wir die nétigen Informationen fiir den abschliefsenden

Beweis von Satz 2.9. Wir bezeichnen mit Ext'(G, A)/ ~ die Klasse der Isomorphie-
klassen in Ext'(G, A). Die Zuordnung Z%(G, A) — Ext!(G, A)/ ~, die jedem Kozykel
¢ die Isomorphieklasse der Erweiterung A x¢ G zuordnet, ist surjektiv, da wir nach
Proposition 2.12 zu jeder Erweiterung einen Kozykel finden, der eine isomorphe Er-
weiterung definiert. Die Zuordnung hat den Kern (also Urbild der Klasse der trivialen
Erweiterung) B?(G, A), denn nach Proposition 2.13 sind zwei Erweiterungen iso-
morph genau dann, wenn sie kohomologe Kozykel haben. Die Zuordnung faktorisiert
also iiber eine bijektive Abbildung H?(G,A) — Ext'(G, A)/ ~. Insbesondere ist
Ext'(G, A)/ ~ eine Menge.

Um zu sehen, dass die Gruppenstruktur auf H*(G, A) der Baer-Summe von Erweite-
rungen entspricht, betrachten wir punktierte mengentheoretische Schnitte s : G — F
und s’ : G — E' von Erweiterungen F, E’, dazu gehorige Kozykel ¢, ¢ und berechnen
den Kozykel der Baer-Summe E @59 E' iiber den punktierten mengentheoreti-
schen Schnitt o : G — E ®P*" E', g — [s(g),5'(g)] als (g,h) — [c(g,h),d(g,h)] =
c(g,h)+ ' (g,h) € A. Analog definiert jeder Kozykel der Form ¢+ ¢’ eine Erweiterung,
die isomorph zur Baer-Summe der Erweiterungen A x¢ G und A x¢ G ist. Also ist
H*(G,A) = Ext'(G, A)/ ~ ein Gruppenisomorphismus. O

Das folgende Lemma werden wir spater noch in Abschnitt 4.3 benotigen.

Lemma 2.14. Ist G eine abelsche Gruppe, so ist eine Erweiterung E abelsch genau
dann, wenn fir einen zugehorigen Kozykel ¢ gilt: c(x,y) = c(y, x).

Beweis. Es ist E ~ A x° G in Ext'(G, A) und die Multiplikation in A x¢ G erfiillt
dann

(a,9)(b; h) = (a + b+ c(g, h), gh),
(b, h)(a,g) = (b+a+c(h, g), hg),
also ist (a, g)(b, h) = (b, h)(a,g) genau dann, wenn ¢(g, h) = c(h, g). O

10
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2.2. Universelle zentrale Erweiterungen

Definition 2.15. Sei G eine Gruppe. Die derivierte Gruppe D(G) = [G,G] < G
ist der von allen Kommutatoren erzeugte Normalteiler. Die Gruppe G heifst perfekt,

wenn sie gleich ihrer derivierten Gruppe D(G) ist. Die Abelianisierung von G ist die
abelsche Gruppe G := G/D(G).

In diesem Sinne sind perfekte Gruppen komplementér zu abelschen Gruppen.
Das folgende Kommutator-Lemma wird in diesem Kapitel und in Abschnitt 4.3
niitzlich sein.

Lemma 2.16. Sei G eine beliebige Gruppe mit x,y,z € G. Dann gilt fir den Kom-
mutator [z, y] == zyx~ 'y~ in G

[zy, 2] = aly, 2]a ™ [z, 2], [z, y2] = [ ylyle, 2y

Wenn D(G) im Zentrum von G liegt, so ist bereits

[zy, 2] = [z, 2][y, 2], [z,y2] = [z, y][z, 2].
Beweis. Es ist in GG

[zy, 2] = wyz(2y) 127t = ayzy o e = ayzy e e e e = afy, 2] [ 2],

Lty ! Lty =[x ylyl, 2y

Die andere Aussage folgt durch Vertauschen von [y, z] mit x=! bzw. von y mit [z, z]. U

[z,y2] = vyza(yz) "t = ayza™ = zyx y lyzzeT

Definition 2.17. Eine zentrale Erweiterung A — E — G heiflst universelle perfekte
zentrale Erweiterung, wenn es zu jeder anderen zentralen Erweiterung B — E' — G
einen eindeutigen Morphismus E — E’ gibt, dessen Restriktion auf A nach B abbildet
und der mit der Identitat auf G vertréaglich ist.

Gibt es eine universelle perfekte zentrale Erweiterung, so ist diese eindeutig bis
auf eindeutigen Isomorphismus. Man lasst das Adjektiv “perfekt” oft weg, da jede
universellen zentrale Erweiterung perfekt ist.

Bemerkung 2.18. Fiir G-Moduln A lésst sich der Funktor der G-Koinvarianten A — Ag
als kovarianter, rechtsexakter Funktor @ der Kategorie Z[G]-Mod auffassen:

Ac=7 ® A.
Z[G)

Den n-ten Linksderivierten L"(Z ®z¢ ) bezeichnet man als Tor”“!(Z; ) oder auch

als H,(G;-), die n-te Gruppenhomologie. Der Funktor Ab — G-Mod, der eine abelsche
Gruppe mit einer triviale G-Operation ausstattet, ist rechtsadjungiert zum Funktor
der G-Koinvarianten.

Wir kénnen H,(G;Z) fiir Z mit der trivialen G-Modul-Struktur explizit berechnen:

Lemma 2.19. Sei G eine Gruppe. Dann ist

H(G;7) ~ G*™ = G/D(G).

11
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FEine Gruppe G ist also genau dann perfekt, wenn Hi(G;7Z) = 0 ist.

Beweis. Sei das Augmentationsideal I definiert als Kern der Abbildung Z|G] — Z,
welche Zie ; nigi auf Zie ; n; abbildet. Dann liefert die kurze exakte Sequenz

I - 7Z|G) - Z
eine lange exakte Homologiesequenz, deren Ausschnitt
H(G;Z|G)) - H\(G;Z) — Ig = Z|Gl¢ = Ze — 0

uns den Beweis liefert. Es ist némlich H,(G;Z[G]) = 0, da Z[G] fir Z®zq(—)
ein azyklisches Objekt ist (denn Z[G] ist Z[G]-frei). Weiterhin ist die Abbildung
Z|Glg — Zg aus der Sequenz ein Isomorphismus, denn Z[Glg ~ Z[G]/I — Zg = 7 ist
nichts als die Identitat auf Z. Damit ist also auch H;(G;Z) — I ein Isomorphismus.
Esist Ig=1/{i"'gi|i€l,ge G} =1/I* was via

G = 1)1, [g] - g — 1
zu G isomorph ist, wie man leicht nachrechnet. O
Das war der Beweis aus |Wei95, Theorem 6.1.11, S. 164].

Lemma 2.20. Ist A — E — G eine universelle zentrale Erweiterung, so sind G und
E perfekt.

Bewers. Betrachte die Erweiterung
H\(E:Z) < H\(E;Z) x G > G,

und bezeichne die Projektion £ — E/D(E) = H;(E;Z) mit ¢. Dann gibt es zwei
Morphismen von Erweiterungen £ — H;(E;Z) x G, némlich (¢, ) und (0, 7). Da E
universell ist, gibt es nur einen solchen Morphismus, also ¢ = 0, damit ist H;(FE;Z) = 0.
Nun folgt bereits, dass G perfekt ist, denn jeder Kommutator in G liftet zu einem
verschwindenden Kommutator in F, ist also selbst trivial.
Mit Lemma 2.19 ist nun die Aussage gezeigt. [

Satz 2.21 (Universelle Koeffizienten). Sei G eine Gruppe und A ein G-Modul. Dann
ist fiir jedes natirliche n > 1:

0 — Ext'(H,_1(G;Z),A) = H"(G; A) — Hom(H,(G;Z),A) = 0
eine exakte Sequenz (die unnatiirlich spaltet).
Das ist [Wei95, Satz 3.6.5, S.89]. O
Korollar 2.22. Ist G eine perfekte Gruppe und A ein G-Modul, so ist

H*(G; A) ~ Hom(Hy(G; Z), A).

12
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Beweis. Aus Satz 2.21 erhalten wir fiir n = 2 eine kurze exakte Sequenz
Ext'(H,(G;Z), A) — H*(G; A) — Hom(Hy(G; Z), A)
deren erster Term verschwindet, da H;(G;Z) = 0 ist, nach Voraussetzung an die
Perfektheit von G. [
Die Gruppe Hy(G;Z) heifst auch Schur-Multiplikator von G.

Korollar 2.23. FEine zentrale Erweiterung EE — G mit einer perfekten Gruppe E ist
eine universelle zentrale Erweiterung genau dann, wenn

Hy(E;Z) = 0.

Beweis. Mit Korollar 2.22 ist dann H*(E; A) ~ Hom(H,(FE;Z), A) fiir alle abelschen
Gruppen A. Die Erweiterung F — G ist universell genau dann, wenn es keine
nichttrivialen Erweiterungen von F gibt, also wenn fiir alle A stets H?(E; A) trivial
ist. Das ist genau dann der Fall, wenn H?(E;Z) = 0. O

Satz 2.24 (Hopf). Ist eine perfekte Gruppe durch Erzeuger und Relationen prisentiert
als G = F/R mit R — F Homomorphismus von freien Gruppen, so ist der Schur-
Multiplikator von G gegeben als

RN[F, F]
Hy(G;Z) = ————
(63 2) [R, F]
und Hy(G;Z) ist der Kern der universellen zentralen Erweiterung von G:

RN[F,F] [F, F]
R F] (R F]

Hy(G:Z) = ~[G,G] =G.

Hopf hat in [Hop42| einen elementaren Beweis gefunden. Ein anderer Beweis findet
sich bei [Wei95, Satz 6.8.7|, als Anwendung der Serre-Hochschild-Spektralsequenz.

Satz 2.25. Fine universelle zentrale Erweiterung von G existiert genau dann, wenn
H(G;Z) = 0 ist und die universelle Erweiterung E — G ist genau die, fir die
H(E;Z) =0 und Hy(E;Z) =0 gilt.

Beweis. Die erste Aussage ist Lemma 2.20 und Satz 2.24, die zweite ist Lemma 2.20
und Korollar 2.23. O]

Bemerkung 2.26. Die Situation, die wir studiert haben, ist dhnlich der Uberlagerungs-
theorie in der Topologie.

Sei C eine konkrete Kategorie (d.h. eine Unterkategorie von Set) und X € C ein
Objekt. Dann ist die Pfeilkategorie C | X die Kategorie mit Morphismen 7 : Y — X
als Objekten (mit Y € C beliebig) und Morphismen Y — Y”, die mit den Abbildungen
nach X kommutieren, als Morphismen. Fiir jeden Punkt z € X und jedes Objekt
7 :Y — X konnen wir von der Faser 7~ !(z) sprechen. Wenn die Objekte von C
ausgezeichnete Punkte haben, kénnen wir von der Faser iiber dem ausgezeichneten
Punkt reden.

13
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Betrachtet man fiir C = CW,, die Kategorie der CW-Komplexe mit Basispunkt,
so bilden die Uberlagerungen eines Raums X eine Unterkategorie von C | X. Die
Faser einer Uberlagerung ist isomorph zu einem Quotienten der Fundamentalgruppe
von X. Jeder zusammenhéngende Raum X € CW,, also mit mo(X) = 0, hat eine
universelle Uberlagerung X - X, die auf jede andere Uberlagerung Y eindeutig mit
einem Morphismus von Uberlagerungen X — Y surjektiv abbildet. Es ist 7TO<X )=0
und 1 (X) = 0.

Ist C die Kategorie der Gruppen mit dem neutralen Element als ausgezeichnetem
Punkt jeder Gruppe, so sind zentrale Erweiterungen einer Gruppe G eine Unterka-
tegorie von C | G. Die Faser einer zentralen Erweiterung ist ihr Kern. Jede perfekte
Gruppe G hat eine universelle zentrale Erweiterung G, die auf jede andere zentrale
Erweiterung £ eindeutig mit einem Morphismus von Erweiterungen G—>E surjektiv

abbildet. Es ist Hy(G;Z) = 0 und Hy(G;Z) = 0.

Bemerkung 2.27. Fiir perfekte zusammenhéngende topologische Gruppen lésst sich die
topologische Fundamentalgruppe und der Kern der universellen zentralen Erweiterung
betrachten. Diese stimmen i.A. nicht iiberein, z.B. ist 7i(SLy(R)) ~ Z, jedoch
Hy(SLy(R), Z) groker als Z, sodass die universelle Uberlagerung von SLy(R) keine nicht-
trivialen Uberlagerungen hat, hingegen zahlreiche nicht-triviale zentrale Erweiterungen.
Diese Frage wurde in [HK11] gestellt und beantwortet.

2.3. K-Theorie

Wir betrachten zur Einfithrung kurz die klassische “Quillen”-K-Theorie eines Rings R.

Definition 2.28. Ky(R) ist die Grothendieckgruppe der endlich erzeugten projektiven
Moduln mit der direkten Summe von R-Moduln als Monoidoperation.

Bass definierte K;(R) als Abelianisierung der unendlichen allgemeinen linearen
Gruppe GL(R). Nach Whitehead’s Lemma ist [GL(R), GL(R)] = E(R), dabei be-
zeichnet F(R) C SL(R) C GL(R) die elementare Untergruppe, also die von den
Elementarmatrizen erzeugte Untergruppe in SL(R). Damit ist K;(R) = GL(R)/E(R),
die sogenannte Whiteheadgruppe von R.

Milnor definierte K»(R) als Zentrum der Steinberggruppe St(R), die definiert ist als
universelle zentrale Erweiterung der perfekten Gruppe E(R). Das Zentrum von St(R)
ist der Kern der Projektion St(R) — E(R). Damit ist also Ko(R) = Hy(E(R);Z), denn
nach Satz 2.24 ist auch Hy(F/(R);Z) der Kern der universellen zentralen Erweiterung
von E(R).

Der Zusammenhang zwischen K;, Ko und St(R) ldsst sich in zwei Erweiterungen
zusammenfassen:

Ka(R) < St(R) — SL(R),  E(R) < GL(R) — K, (R),

Fiir einen Korper k lasst sich die klassische K-Theorie berechnen als Ko(k) = Z und
es gibt einen offensichtlichen Isomorphismus det : Ky (k) — k*.

Steinberg [Ste62] konnte fiir einen Korper k& nun E(k) durch Erzeuger und Relationen
darstellen, sodass sich die Erzeuger direkt auf St(k) liften lassen. Wir werden das in
Abschnitt 3.4 genauer untersuchen.
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Satz 2.29 (Quillen). Fir einen endlichen Korper k ist Ky(k) = 0.

Das ist ein Spezialfall von [Qui72, §12, Theorem §|. O

Bemerkung 2.30. Fiir einen unendlichen Koérper k ist Ky(k) nach dem Satz von
Matsumoto (siehe Kapitel 4) isomorph zu £~ ®z k* /(a®(1 — a)). Das gab Milnor
den Anlass, hohere K-Gruppen fiir Koérper zu definieren. Diese stimmen nicht mit
Quillens hoherer K-Theorie aus [Qui72| iiberein, sind aber in einem gewissen Sinne
der einfachste Teil davon, sieche dazu [Tot92].

Definition 2.31. Sei k ein Kérper und T'(k*) := @, , ®, k* die Tensoralgebra
iiber den Einheiten, die wir additiv notieren. Dann ist Milnor-K-Theorie definiert als

KJ'(k) = T(k*)/{a®(1 — a)),
wobel wir mit (a ®(1 —a)) das von {a®(1—a) | a € k*} in T'(k*) erzeugte beidseitige

Ideal bezeichnen. Die Relation a ®(1 — a) = 0 heifst Steinberg-Relation.
Insbesondere ist

Ky'(k) = (k* @ k) /(a®(1 — a)).

Fiir die Restklasse von a ® b in K¥(k) schreiben wir {a,b} (diese Erzeuger von K (k)
werden auch Steinberg-Symbole genannt).

Diese Definition ist angelehnt an [Mil70, §1, S. 1].
Wir rechnen kurz einige Relationen nach, die aus der Bilinearitat und der Steinberg-
Relation fiir die Erzeuger {a, b} € K3 (k) folgen.

Lemma 2.32. In K¥(k) gelten fiir alle a,b € k*:
(a). {a,b} ={a,(1 —a)b} (verallgemeinerte Steinberg-Relation),
(b). {a,b} = —{a, b7},
(¢). {a,b} = —{a~",b},
(d). {a,b} ={a ', b7},
Beweis.

(a). Wegen Bilinearitat ist {a, (1 — a)b} = {a, (1 —a)} + {a, b}, mit der Steinberg-
Relation ist {a, (1 —a)} +{a,b} = 0+ {a, b}, also {a,b} = {a, (1 — a)b}.

(b). Wegen Bilinearitat ist {a,b} + {a,b7'} = {a,bb™'} = {a,1} =0,
also ist {a,b} = —{a,b7'}.

(c). Analog zu (b) ist {a,b} + {a™,b} =0, also {a,b} = —{a™!,b}.

(d). Nach (b) und (c) ist {a,b} = —{a,b"'} = {a~ 1, b7} O

15



2. K-Theorie und Gruppenkohomologie

2.4. Symplektische K-Theorie

Milnor [Mil71, §12] gibt einen elementaren Beweis, dass Ky(k) ~ K (k) ist. Der volle
Satz von Matsumoto gibt hingegen noch mehr Informationen tiber den Korper: Fiir
nicht-symplektische einfach zusammenhédngende Chevalley-Gruppen iiber k ist der
Kern der universellen zentralen Erweiterung genau K3(k) und fiir eine symplektische
einfach zusammenhéngende Chevalley-Gruppe iiber k (siche Abschnitt 3.4) ist der
Kern der universellen zentralen Erweiterung nicht K3/(k), sondern eine andere Gruppe,
die mit K (k) stark zusammenhiingt:

Definition 2.33. Sei k ein Kérper. Dann sei K57(k) die abelsche Gruppe, die von
den Elementen [a,b] fir a,b € k* erzeugt wird, unter den Relationen

(1)  [a,bd] —i—[[ ,c] = [ab ﬂ [[a b], (schwache Bilinearitét)
(2) [1,1]=0, [a,b] = [[ b7 '] (schwache Normiertheit)
(3)  [a,b] =[a, (1 —a)d] fur a#1  (verallgemeinerte Steinberg-Relation)

fiir alle a,b, c € k*. Wir nennen Kgp(k) zweite symplektische K-Theorie von k.

Die Notation K5” haben wir aus [Sus87] iibernommen, wo eine &hnliche Priisentation
fir Hy(Sp, Z) studiert wird.
Ahnlich wie in Lemma 2.32 folgen weitere Relationen in Kip (k).

Lemma 2.34. Fir alle a,b € k™ gilt
(a). [a,1] =0=1[1,b] (Normiertheit),
(b). la,b] = [a, —ab] = [a, —a~"b],
(¢). [a,—a"'] =0,

(d). [b,0] = b, -1],

(¢). [a,b°] = [a,0] — [b, a].

Beweis.

(a). Schwache Bilinearitét liefert fiir a € £* und b = ¢ = 1 die Gleichung [a, 1] +
[1,1] = [a,1] + [a,1], also [a,1] = [1,1] = 0. Symmetrisch sehen wir fiir
a=>b=1und ¢ € k* mit schwacher Bilinearitit die Gleichung [1,c] + [1,¢] =
[1,¢] + [1,1], also [1,c] = [1,1] = 0.

(b). Firz € &,z # 1, gilt (1 —27)! = (z—1)"'2 = —(1 — 2) 'z und damit
berechnen wir fiir a # 1:

(schwache Normiertheit) [a, 0] =[a"",b7"]

(verallg. Steinberg-Relation) =[a ", (1—a ") !]

(schwache Normiertheit) =[a, (1 —a ') 1]

(Rechnung in £*) =[a, —(1 —a) 'ab]

(verallg. Steinberg-Relation) =[a,—(1 —a)(1 —a) 'ab]
[
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Damit ist auch direkt [a,b] = [a, —a(—a~'0)] = [a, —a~'b].
(c). Nach (b) ist [a,—a™'] = [a, —a~'1] = [a, 1], nach (a) ist dies bereits 0.
(d). Da b= —b(—1) fiir alle b € k, folgt mit (b) [b, —1] = [b, —b(—1)] = [b,].

(e). Aus (b) folgt [ab,b] = [ab, —(ab)~'b] = [ab, —a~']. Damit kénnen wir nun

rechnen:

(schwache Bilinearitit) [a,b*] =[a, b] + [ab, b] — [b, b]

(d> :[[a7 b]] + [[ab7 b]] - [[ba _1]]

(Rechnung in £*) =[a, b] + [ab,b] — [b, —a"'d]

(vorige Rechnung) =[a,b] + [ab, —a~'] — [b, —a"'a]

(C) :[[a7 b]] + [[ab: _ail]] - [[ba _ailaﬂ - [[aa _ail]]
(schwache Bilinearitét) =[a,b] — [b, a]

Womit die Aussage gezeigt ist. O

Lemma 2.35. Die Abbildung ¢, : k* x k* — K57(k), (a,b) — [a,b], der universelle
Kozykel ist ein normalisierter 2-Kozykel im Sinne der Gruppenkohomologie, wie in
Definition 2.8. Damit definiert ¢, eine zentrale Erweiterung KQSp(k) — & — kX, wobei
kX auf K5P(k) trivial operiert.

Beweis. Schwache Bilinearitéit in KQS” (k) liefert genau die Bedingung “verschwindendes
Differential” fiir 2-Kozykel. Normiertheit in K5”(k) liefert genau Normiertheit von ¢,
als 2-Kozykel. Die Erweiterung ist ¢ = K57 (k) x k*. O

Die beiden (zweiten) K-Theorien K (k) und K5”(k) héngen eng miteinander zu-
sammen.

Lemma 2.36. Die Quotientenabbildung k* x k* — KY (k) faktorisiert iiber einen
Homomorphismus

©: Kgp(k‘) — K¥(k), [a,b] — {a,b}.

Dieses ¢ ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus, dessen Kern von den Elementen
der Form [a,b] + [a, ] — [a,bc] fir a,b,c € k™ erzeugt wird.

Beweis. Zur Wohldefiniertheit sind fiir k% x k* — KY(k), (a,b) — {a,b} die Re-
lationen fiir K5?(k) nachzurechnen. Dabei sind die Relationen (1) und (2) nach
universeller Eigenschaft des Tensorproduktes erfiillt. Die anderen Relationen folgen
aus der Steinberg-Relation fiir K}(k), wir haben sie bereits in Lemma 2.32 gezeigt.
Die Abbildung ¢ ist offensichtlich surjektiv, da alle Erzeuger {a,b} von K¥(k) im
Bild liegen. Sie ist ein Gruppenhomomorphismus, da beide Gruppen als Quotienten
der freien abelschen Gruppe {iber k* x k* préasentierbar sind und ¢ iiber die Identitat
auf k% x k* definiert wurde. Die einzige Relation, die in K¥(k) gilt, und in K5¥(k) a
priori nicht erfiillt ist, ist Bilinearitat, daher ist klar, dass der Kern erzeugt wird von
allen Elementen der Form [a, b] + [a, ] — [a, bc] fir a,b,c € k*. ]
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2. K-Theorie und Gruppenkohomologie

Lemma 2.37. Der Gruppenhomomorphismus 1 : K5¥ (k) — K37(k), [a,b] — [a,b?]
faktorisiert iiber K¥(k), d.h. iiber einen Homomorphismus

g KM(k) — KP(k), {a,b} — [a,b?].

Definieren wir die Zuordnung \ : k* x kX — K5P(k) durch (a,b) — —[b,a], so gilt fir
a,b € k* die Identitat [a,b] + V(a,b) = t([a,b]). Damit ist V(a,b) = t([a,b]) — [a, b]
und V faktorisiert iiber einen involutiven Homomorphismus

VKR (k) — K5P(K), [a,b] — —[b, a].
Beweis. Die Abbildung g erfiillt die verallgemeinerte Steinberg-Relation

[a. ] = [(a, (1 = a)b’] = [a, (1 — a)*b*] = [a, (1 — a)b)’]

und schwache Normiertheit
[1,1?] =0, [a,6%] = [a ', b7

Wenn g auch Bilinearitét erfiillt, so insbesondere schwache Bilinearitét, damit ist f ein
Gruppenhomomorphismus und nach Lemma 2.36 faktorisiert dieser iiber K} (k). Wir
betrachten die Erweiterung e = K57(k) 1% k* aus Lemma 2.35. Nach Definition ist
die Multiplikation von zwei Elementen (A, x), (B, y) € € gegeben durch

(A,2) - (B,y) = (AB c(z,y),zy), und (B,y) - (A, z) = (AB c(y, z), zy).
Damit rechnen wir den Kommutator [(4, z), (B,y)] € € aus als

(A, 2), (B,y)] = (AB c(z,y) c(y,2)"" (AB)", ay(ay) ") = (c(z,y)e(y, )", 1).

Mit Lemma 2.34 (e) rechnen wir fiir a,b € k*

h(ﬂavb]b = [[a’v b2]] = [[a7 b]] - [[bv CL]].

Nach Definition ist ¢(a, b) = [a, b], allerdings haben wir Kozykel multiplikativ notiert,
also ist [a,b] — [b,a] genau der Ausdruck c(a,b)c(b,a)™! = proj,([(4, ), (B,y)]).
Somit koénnen wir f([a, b]) als Kommutator in e schreiben und sehen daran (siehe auch
Lemma 2.16), dass f bilinear ist.

Die Aussage [a,b] + V(a,b) = t({a, b}) ist nichts als [a, b] — [b, a] = [a, b*], was wir
bereits in Lemma 2.34 (e) gezeigt haben. Da sich V also als Differenz von Abbildungen
X x k* — K5P(k) schreiben lisst, die beide iiber K57 (k) faktorisieren, faktorisiert
auch V iiber K57 (k). O

Die Abbildung § : K¥(k) — K57(k) wurde von Suslin in [Sus87, Corollary 6.2, S.
27| in Zusammenhang mit quadratischen Formen untersucht (Suslin notiert A anstelle
von ).
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2.4. Symplektische K-Theorie

Korollar 2.38. Fira,b e k> gilt
[0,8] = [a,—ab] = [-ab,b] = [b"a]  wnd  [a%,8] = [a,b7].

Beweis. Wir wissen aus Lemma 2.34 (b) bereits [a,b] = [a, —
—[b,a] ein Gruppenhomomorphismus ist, gilt auch V([a,b]) = V([a,—ab]), d.h.
—[b,a] = —[—ab, a], mithin (durch Umbenennung a <> b) [a,b] = [—ab,b]. Damit
rechnen wir nun:

[a, o] =[—ab™" (=), 1]
:[[_ab_17 b]]
=[-ab™", —(=ab™")}]
:[[_abia a]]
=[b~", a].
Damit rechnen wir weiter:
(vorige Rechnung) [a*,b] =[b7", a’]
(Lemma 2.34 (e)) =[b",a] - [a,b7']
:[[G, b]] - [[ba a]]
(Lemma 2.34 (e)) =[a, b*]
Womit dann alles gezeigt ist. [

Korollar 2.39. Die Relationen aus Lemma 2.34 und aus Korollar 2.38 gelten auch
fiir {a,b} € KM(k) und die Abbildung c, : k* x k* — KY(k), (a,b) — {a,b} ist auch
ein normierter 2-Kozykel. Auferdem gilt in KY (k) noch die Relation

(Schiefsymmetrie) {a,b} = —{b,a}.

Die Homomorphismen \V und § faktorisieren, wenn man sie mit der Quotientenab-
bildung ¢ = K5 (k) — KM(k) aus Lemma 2.36 verkniipft, iber KM(k) und es gilt
id =V : K¥(k) — KM(k) sowie -2 =18 : KM(k) — KY(k).

Beweis. Mit Bilinearitét ist —{b,a} = {b~',a} = {a,b}, wie in Korollar 2.38. Dass
oV, ol : K3?(k) — K¥(k) Bilinearitéit erfiillen, ist nach Definition von V und § klar.
Somit ist V({a,b}) = —{b,a} = {a,b} und t({a,b}) = {a,b} — {b,a} = 2{a,b}. O

Im Beweis von Matsumotos Satz bendtigen wir ein technisches Hilfmittel.

Lemma 2.40. Fiir a € k* und i,j € Z ist 2{a,a} = 0 und damit auch {a*,a’} =0
in KM(K). Bs ist auch [£a?,a®] = 0 in K57 (k).

Beweis. Mit Schiefsymmetrie ist 2{a,a} = {a,a} + {a,a} = {a,a} — {a,a} = 0. Es
ist {a*,a’} = 2ij{a,a} wegen Bilinearitit, also {a*,a’} = 0. Nach Lemma 2.37 ist
[¢%, %] das Bild von {a%*,a/} unter einem Homomorphismus K (k) — K57 (k), also
selbst 0. Mit [+a?, a¥] = [a*"7), a*] folgt die letzte Behauptung. O
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2. K-Theorie und Gruppenkohomologie

Mit Korollar 2.39 kénnen wir jetzt noch einen Satz beweisen.
Satz 2.41 (Steinberg). Fiir einen endlichen Kérper k ist K} (k) = 0.

Beweis. Dies ist [Mil70, Example 1.5, S. 321| bzw. [Wei, Corollary 6.1.1., II1.§6].

Die multiplikative Gruppe k™ eines endlichen Korpers ist zyklisch. Ist ¢ € £* ein
Erzeuger, so ist 2{¢,(} = {¢, ¢} +{¢, ¢} = 0, denn in KY (k) ist wegen Schiefsymmetrie
{a,a} = —{a,a}. Jedenfalls ist auch {(,(} ein Erzeuger von K} (k).

In Charakteristik 2 ist ( = —C und {(,(} = {(,—¢} ={¢, 1} =0.

Ansonsten betrachten wir die Involution v +— 1 — w auf £* \ {1}. Es gibt in £
genau (|k| — 1)/2 Quadrate sowie ebenso viele Nichtquadrate, in k* \ {1} gibt es aber
ein Quadrat weniger als Nichtquadrate (ndmlich 1). Damit muss die Involution ein
Nichtquadrat auf ein Nichtquadrat abbilden, d.h. es gibt (?*! mit 1 — ¢%+! = (%+!
fiir 4, j € Z. Das aber bedeutet aufgrund der Steinberg-Relation {¢**! (¥*1} = 0.
Damit ist (2i 4+ 1)(25 + 1){¢, (} = 0, also wegen 2{(, (} = 0 bereits {(,(} = 0, mithin
KM (k) = 0. O

Korollar 2.42. Fiir einen endlichen Kérper ist KM(k) = Ky(k).

Beweis. Sowohl Ky (k) als auch K3/ (k) verschwinden fiir endliche Kérper, nach Satz 2.29
und Satz 2.41. ]
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3. Chevalley-Gruppen

Eine kurze Warnung an den Leser: Eigentlich soll es in dieser Arbeit ohnehin nur um
einfach zusammenhéngende Chevalley-Gruppen gehen, und in der Notation geht in
diesem Kapitel einiges durcheinander.

Wir wollen in dieser Arbeit unter einem Schema stets ein separiertes Schema
im Sinne von |[Har77, Kapitel II, S. 74| verstehen. Alle betrachteten Ringe sollen
stets kommutativ und mit Eins sein. Wir werden nur perfekte Korper k£ betrachten.
Weiterhin nennen wir fiir einen Koérper £ ein Schema von endlichem Typ itiber k,
welches iiber k reduziert ist, eine k- Varietdt.

3.1. Reduktive lineare algebraische Gruppen

In diesem Kapitel werden die Grundlagen iiber Varietéten, algebraische Gruppen,
ihre Lie-Algebren und Wurzelsysteme vorausgesetzt, wie in [Spr09] (oder [Bou68|)
ausgefithrt. Wir werden vor allem die Notation fixieren, dann noch etwas zur Au-
tomorphismengruppe (Weylgruppe und sogenannten Diagramm-Automorphismen)
feststellen, was im weiteren Verlauf bendtigt wird. Wesentlich fiir die restliche Arbeit
ist vor allem Abschnitt 3.4.

Definition 3.1. Sei k ein Korper. Eine algebraische Gruppe G idber k ist eine k-
Varietdt G, die ein Gruppenobjekt in der Kategorie der k-Varietdten ist. Das impliziert
fiir die Punkte iiber einem Ring R, dass G(R) eine Gruppe ist und die Multiplikation
1 GxG — G sowie Inversion ¢ : G — G Morphismen von k-Varietdten sind.
Schliefslich nennen wir eine algebraische Gruppe G iiber &k lineare algebraische Gruppe,
wenn sie als k-Varietat affin ist.

Das ist [Spr09, Definition 2.1.1, S. 21].

Wir erinnern an die Diskussion zentraler Erweiterungen in Bemerkung 2.26.

Beispiel 3.2. Ist G eine lineare algebraische Gruppe iiber Q, so lassen sich die reellen
Punkte G(R) sowie die komplexen Punkte G(C) mit der Struktur einer reellen Liegrup-
pe ausstatten. Diese beiden verschiedenen topologischen Gruppen haben ihrerseits i.A.
verschiedene topologische Fundamentalgruppen und universelle zentrale Erweiterungen
(sofern sie iiberhaupt perfekt sind).

Fiir G = SLs ist SLy(C) als Liegruppe einfach zusammenhéngend in dem Sinne, dass
71 (SLy(C),1d) die triviale Gruppe ist. Hingegen SLy(R) ist nicht einfach zusammen-
hingend, da 71 (SLy(R),1Id) = Z ist. Die universelle Uberlagerung der SLy(R) ist daher
eine Erweiterung von SLy(R) mit Z (man kann sich das bis auf Homéomorphismus als
die Uberlagerung eines ausgefiillten Torus durch einen ausgefiillten Zylinder vorstellen;
mit der Iwasawa-Zerlegung léasst sich diese Anschauung prézisieren). Diese ist eine
zentrale Erweiterung, da Z abelsch ist.

Wir werden in dieser Arbeit mit G stets eine lineare algebraische Gruppe bezeichnen.
Die auftretenden algebraischen Gruppen sollen stets zusammenhdngend sein.

Wir bezeichnen mit G, die additive algebraische Gruppe (mit G,(R) = (R, +) fiir
jeden Ring R) und mit Gy, die multiplikative algebraische Gruppe (mit G, (R) = (R*,-)
fir jeden Ring R).



3. Chevalley-Gruppen

Definition 3.3. Eine abgeschlossene Untergruppe H < G heilst k-split Torus, wenn
H iiber k isomorph ist zu einem Produkt (G,,)". Dabei heifst n der Rang von H.
Eine Untergruppe H < G heifit Torus, wenn H iiber k ein k-split Torus ist. Ein
Torus H heifst maximal, wenn er nicht echt in einem anderen Torus enthalten ist.
Wenn ein maximaler zusammenhéngender abgeschlossener Torus H von G ein k-split
Torus ist, so heift G auch split. Der Rang von G ist der Rang eines maximalen
zusammenhéangenden abgeschlossenen Torus.

Dass der Rang damit wohldefiniert ist, liegt daran, dass alle solchen maximalen
Tori zueinander konjugiert sind, siehe etwa [Spr09, Theorem 6.4.1., S. 108|.

Lemma 3.4. Ist ein maximaler Torus H < G ein k-split Torus, so ist H sein eigener
Zentralisator Zg(H).

Beweis. Jede reduktive lineare algebraische Gruppe G lésst sich in die GL,, einbetten,
fiir n € N grof genug (siehe etwa [Spr09, Theorem 2.3.7. (i), S. 30]). Die Eigenschaft
von H, iiber k split zu sein, entspricht simultaner Diagonalisierbarkeit der Elemente
von H(R) in GL,(R) fir R beliebige k-Algebren. Kommutiert ein Element g € GL,,(R)
mit allen Diagonalmatrizen, so ist g selbst bereits diagonal. Kommutiert ein Element
g € G(R) C GL,(R) mit allen Elementen von H C G(R), so auch mit allen anderen
Diagonalmatrizen, liegt also in H. O

Eigentlich ist dieser Beweis sehr schlampig und man sollte wohl besser auf Humphreys
verweisen.

Definition 3.5. Sei G eine lineare algebraische Gruppe iiber einem perfekten Kor-
per k. Dann definieren wir das Radikal R(G) als den maximalen abgeschlossenen
zusammenhéngenden auflésbaren Normalteiler in G und das unipotente Radikal R, (G)
als die maximale abgeschlossene zusammenhéngende unipotente Untergruppe in G.
Die Gruppe G heifst reduktiv, wenn R, (G) = {Id} ist. Sie heifst halbeinfach, wenn
R(G) = {Id} ist.

Beispiel 3.6. Fir G = GL, ist das Radikal erzeugt von Diagonalmatrizen, die
samtlich den gleichen Eintrag auf der Diagonalen haben. Die reellen Punkte des
unipotente Radikals werden erzeugt von der Diagonalmatrix, die nur die Eintréage
—1 auf der Diagonalen hat. Fiir G = SL,, sind sowohl unipotentes Radikal als auch
Radikal triviale Untergruppen, also ist SL,, halbeinfach.

Bemerkung 3.7. Da nach Definition R,(G) C R(G) ist, sind halbeinfache Gruppen
stets reduktiv.

3.2. Weylgruppen

Bemerkung 3.8. Wir werden fiir eine lineare algebraische Gruppe stets einen maximalen
Torus H fest wihlen und bezeichnen mit ®(G) das zu (G, H) assoziierte Wurzelsystem,
mit & eine Wahl positiver Wurzeln und mit A C ®* ein System einfacher Wurzeln.
Die von uns betrachteten Wurzelsysteme sollen stets reduziert sein. Wenn nicht explizit
anders angegeben, sollen sie aufterdem stets irreduzibel sein.

22



3.2. Weylgruppen

Definition 3.9. Wenn G gegeben ist und ein maximaler Torus H gewahlt ist, be-
zeichnen wir mit NV := Ng(H) den Normalisator und mit Zg(H) den Zentralisator des
maximalen Torus in G. Die Weylgruppe von G ist dann definiert als W := N/Zg(H).

Satz 3.10. Die Weylgruppe W von G wird erzeugt von o, := [wa(—1)] € N/Zg(H)
fir a € A, wenn A ein System einfacher Wurzeln in ®(G) ist. Die Relationen, die
gentigen, um W mit den Erzeugern o, zu prdsentieren, sind (fir o, f € A)

(WO0) o? =id;

«

0a050," =03 falls Ba* = 0;
Ono50, " = agaaogl falls Ba* = af* = —1;
<W2) o -1 _ -1 Il ¥ _ __ 9.
304030, = 0a080, 0g falls pa* = =2
030040, 05" = 04030, 05 0005 0t falls o = =3;

Das ist [Spr09, 7.1.9 und 8.3.4]. Die Relationen (WO0) entsprechen der Tatsache,
dass W eine Spiegelungsgruppe ist. Die Relationen (W2) heifsen Zopf-Relationen. ¢

Analog zur Prasentation der Weylgruppe lésst sich auch der Normalisator des Torus
prisentieren, wenn G {iber Z definiert ist, also z.B. wenn G eine Chevalley-Gruppe ist
(auch wenn wir das in dieser Arbeit nicht diskutieren werden). Es sei N := N(Z), die
Gruppe der ganzzahligen Punkte von N := Ng(H), das ist eine zentrale Erweiterung
von W durch die abelsche Gruppe H := H(Z) ~ (Z/2z)" von Ordnung 2", wobei r
der Rang von G ist.

Lemma 3.11 (Demazure-Tits). Sei die Gruppe N' prisentiert durch Erzeuger w,
und Relationen (W1),(W2),(W3) (fir alle o, 5 € A):

_1)Ba*
(W1) howgh,' = wS ™ wobei wir hy = w? notieren.;
wawaw, ' = wg falls Bo* = 0;
(W2) wawgw, b = wﬁwawgl falls Ba* = aff* = —1;
Wawawaw, = wawsw, wg falls pa* = —2;
wswawswy wyt = wewswy 'wilwewy wyt falls Bt = —3;
(W3)  h2=e.

Die Gruppe N ist zu N isomorph via
N' = N, wy — we(—1).

Damit ist also N schon durch die gegebenen Erzeuger und Relationen prasentiert.

Der volle Beweis findet sich in [BT65, Théoréme 7.2, S. 117].

Beweisidee: Dass N diese Relationen erfiillt, lasst sich durch eine lange Rechnung
zeigen.

Sei nun N’ die von den Elementen w, unter den Relationen (W1 — W3) erzeugte
Gruppe. Diese ist in natiirlicher Weise eine Erweiterung von N. Nach Relation (W1)
1st .

(=1)B>" 1

wehawy! = hoh V" "V und hghah' = hohS ,
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3. Chevalley-Gruppen

also erzeugen die Elemente h,, einen Normalteiler H' in N, der nach (WW3) abelsch
von Ordnung 2" ist. Der Quotient N’ /H’ wird von involutiven Elementen w,, erzeugt,
die die Relationen (W2) erfiillen. Die Relationen (W2) sind aber nach Satz 3.10
ausschopfende Relationen fiir die Weylgruppe in Erzeugern o, daher ist N7 ~ N.

Definition 3.12. Auf der Weylgruppe W ist eine Lingenfunktion [ : W — N gegeben,
die jedem Produkt von Spiegelungen o, die Lange einer reduzierten Produktdarstellung
zuordnet. Die Lénge [(w) ist also die minimale Wortlénge von w in den Erzeugern o,
a € ® also

[:W — N, aHmin{m€N|Elozl,...,osz(I):J:Haai}.

i=1
Zur Langenfunktion siehe auch [Spr09, 8.3.1, S. 142].

Proposition 3.13 (Matsumoto, 6.2).  Sei D ein Monoid und (dy)aeca eine durch
A indizierte Teilmenge von D, die die folgenden Relationen erfiillt:

dodg = dgd, falls Ba* = 0;
dodgdy, = dgdydg  falls fa* = af* = —1;
(dadg)? = (dgd,)?  falls Ba* = —2;
(dadp)® = (dgdy)?®  falls Ba* = —3;

(W27)

Wenn ein Element o € W sich auf zwei Weisen als Wort minimaler Linge schreiben

lasst, etwa o = Hig On; und o = HZA(U% o, Mt a, o € A, so gilt in D bereits

Jj=

l(o) (o)
[T de. =] de-
i=1 j=1
Das ist [Spr09, Proposition 8.3.3]. O

Lemma 3.14 (Bruhat-Zerlegung). Sei G reduktiv. Wir bezeichnen mit Ut die von
den U® fir a € @ erzeugte Untergruppe von G(k) und abkiirzend die k-Punkte des
Normalisators des Torus mit N = N(k). Dann gelten:

(a). Fir allen € N ist UtnUT NN = {n}.
(b). G(k)=U*NU~- =UTNUT.
(c). Man kann eine Projektion v auf den Normalisator definieren,

v:G(k) = N, Yu,u' € Ut ¥Yn € N : v(unu') :=n.

Das ist eine direkte Konsequenz aus [Spr09, 8.3.8 und 8.3.9]. O

Proposition 3.15 (Matsumoto, 6.2).
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3.3. Elementare Untergruppe und derivierte Untergruppe

(a). Sei A" C A und W' C W die von den o, fir a € A’ erzeugte Untergruppe.
Dann gibt es in jeder Nebenklasse oW’ € W/W' einen Reprdasentanten g € oW’
sodass fir alle o' € W' gilt: l[(0'0g) = (o) + l(00).

(b). Sei B € ®F und 0,0’ € W mit l(o’'c) =1(0’) + (o). Wenn nun o’cff € ®+ ist,
so auch o3 € 7.

(c). Seien g,9" € G(k) mit l(v(g)v(g')) = l(v(g)) + l(v(¢')). Dann ist v(gg') =
v(g)v(g')-

Das ist [Bou68, Chapter 4, §1, Exercise 3), S. 31]. O

3.3. Elementare Untergruppe und derivierte Untergruppe

Wir bezeichnen mit D(G) := [G, G| die derivierte Untergruppe, also die von Kommu-
tatoren erzeugte Untergruppe in G. Dies ist ein Gruppenschema und wir warnen, dass

im Allgemeinen nicht D(G(R)) = D(G)(R) gilt, fiir einen beliebigen Ring R.

Lemma 3.16. Sei G eine reduktive Gruppe. Dann gibt es fiir jede Wurzel a € ®
einen Gruppenisomorphismus o : Go == U® auf eine abgeschlossene Untergruppe
U® von G, sodass fiir alle h € H und alle s € k gilt:

hro(s)h™ = z4(a(h)s).

Wdhlt man einen Torus H und solche Isomorphismen x, so ist G erzeugt von H und

den U“.
Das ist [Spr09, Proposition 8.1.1, S. 132]. O

Definition 3.17. Sei G eine reduktive linear algebraische Gruppe mit fest gewéhltem
Torus und gewéhlten Isomorphismen z,. Wir bezeichnen mit E(G) die von den
Wurzeluntergruppen U? fiir alle a € ® erzeugte Untergruppe von G. Die Bilder der
Isomorphismen z, : G, — U® heifen Elementarmatrizen und E(G) die elementare
Untergruppe von G.

Bemerkung 3.18. Ist G reduktiv, so ist D(G) halbeinfach und G = R(G) - D(G),
nach [Spr09, 8.1.5]. Ist G halbeinfach, so erzeugen die U, fiir a € ® bereits G und
G = D(G), nach [Spr09, 8.1.6]. Wir warnen wiederum davor, dass dies Aussagen iiber
Gruppenschemata sind, nicht iber R-wertige Punkte fiir einen Ring R.

3.4. Chevalley-Gruppen und K-Theorie

Definition 3.19. Sei G eine glatte, zusammenhéngende linear algebraische Gruppe
G iiber einem Korper k. Die Gruppe G heifit einfach, wenn sie keine nicht-trivialen
Normalteiler hat. Die Gruppe G heifst fast einfach, wenn sie endliches Zentrum Z hat
und G /Z einfach ist. Die Gruppe G heikt Chevalley-Gruppe, wenn sie halbeinfach
und fast einfach ist und ein maximaler Torus k-split ist.
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3. Chevalley-Gruppen

Definition 3.20. Ein Morphismus G’ — G zwischen glatten, zusammenhéngenden
algebraischen Gruppen heiftt Isogenie, wenn er sowohl ein Gruppenhomomorphismus
als auch étale ist.

Ein Morphismus heifst étale, wenn er flach und unverzweigt ist, er heif’t étale
Uberlagerung, wenn er dariiber hinaus noch endlich ist, siehe dazu [Mil80, Kapitel 1,

§1-§3].

Definition 3.21. Sei G eine zusammenhéngende, halbeinfache Gruppe. Dann heifst
G einfach zusammenhingend, wenn es keine nicht-trivialen Isogenien G' — G von
Gruppen G’ nach G gibt.

Bemerkung 3.22. Eine einfach zusammenhéngende halbeinfache Gruppe ist also eine
halbeinfache Gruppe ohne étale Uberlagerungen durch Gruppen. Man kann zeigen,
dass jede étale Uberlagerung bereits eine algebraische Gruppenstruktur trigt, damit
ist eine halbeinfache Gruppe also einfach zusammenhiingend genau dann, wenn 7!
verschwindet. Das werden wir im Folgenden allerdings nicht benotigen.

Satz 3.23 (Steinberg). Sei G eine einfach zusammenhingende Chevalley-Gruppe tiber
einem unendlichen Korper k. Die Gruppe G(k) wird von den Wurzel-Untergruppen
U*(k) erzeugt mit den Erzeugern x,, : k — U(k), also U*(k) = {z.(t) | t € k}. Setze

W () = 20 (W) _o(—u M) z0(u), ha (1) = wea (w)we (1),

dann sind Abbildungen w, : k* — N, dem Normalisator des gewdihlten maximalen
Torus H und h, : k* — H definiert. Die Elemente w,(u) reprisentieren damit
Elemente der Weylgruppe W = N/H. Das Element w,(1) € N ist ein kanonischer
Reprdasentant fiir die Spiegelung o, € W an der Wurzel o € P.

Dann erfillen die Erzeuger xo in G(k) die Relationen (fir o € ®)

(R1) Yu,v € ki 2o(u)r(v) = z0(u+v)

(R21) VBed:a+f#0Vu,ve€k: [xo(u),z5v)] = H Tinti8(Na g ju'v?)
ijeN

(R2 ii) Vu € KX Yo €k wo(u)re(v)we(u) ™ = 2_o(—u"?v)

(R3) Vu,v € k™ 1 ho(u)ha(v) = ho(uv)

Diese Relationen sind ausreichend, um G(k) zu prasentieren. Die Zahlen Ny g.;; € Z
die hier auftreten, heiffen Strukturkonstanten von G. Die genauen Werte sind hier
nicht relevant. Relation (R2i) heiffit auch Chevalley-Kommutator-Formel und wir
verwenden die Konvention, nach der [a,b] = aba™1b~" ist.

Der Beweis stammt urspriinglich von Steinberg [Ste62|. Ein zeitgentssischer Beweis
fiir reduktive Gruppen steht bei [Spr09, Theorem 9.4.3., S. 165]. O

Bemerkung 3.24. Es gibt bis auf Isomorphie genau eine einfach zusammenhéngende
Chevalley-Gruppe fiir jedes Wurzelsystem ®. Man spricht daher auch von der Chevalley-
Gruppe G(®) vom universellen Typ.

Wir benétigen in Kapitel 6 Chevalley-Gruppen iiber Polynomringen.
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3.4. Chevalley-Gruppen und K-Theorie

Lemma 3.25 (Suslin, Vorst). Fir r > 3 und einen reqularen kommutativen Ring A
mat 1 ist fir alle i € N

GL,(Alty,...,t;]) = GL.(A) - E.(Alt1,...,t]),

wenn A die Lokalisierung einer endlich erzeugten k-Algebra fiir einen Kérper k ist
(man sagt auch, A ist von essentiell endlichem Typ tiber k).

Das ist [Vor81, Theorem 3.3., S. 506|, aufbauend auf dem Fall, dass A ein Korper
ist, den Suslin in [Sus77, Theorem 5.1, S. 232] bewiesen hat. O
Wir betrachten, wieso » > 3 im vorigen Satz eine notwendige Bedingung ist.

Beispiel 3.26. Die Cohn-Matrix

14+ x?
a= (e 7,,) €statilea)

lasst sich nicht in Elementarmatrizen faktorisieren (nach [Coh66]). Hingegen kann
man A @ Id € SL3(k[z,y]) in Elementarmatrizen faktorisieren.

Satz 3.27. Ist G eine einfach zusammenhdingende Chevalley-Gruppe von Rang > 2
und k ein Korper, so ist fir allen € N

G(klty, ... tn)) = G(k) - E(k[t1, ..., ta]),

wobei E = E(G) die elementare Untergruppe von G bezeichnet.

In [Wen10, Proposition 4.7, S. 271] wird diese Aussage nicht nur fiir Kérper, sondern
allgemeiner fiir Dedekindringe bewiesen. Die grobe Beweisstrategie ist eine Adaption
des Beweises von Lemma 3.25 aus [Abe83, Theorem 3.8. (ii), S. 1302]. O

Definition 3.28. Sei ® ein Wurzelsystem und R ein Ring. Sei G(®) eine einfach
zusammenhéangende Chevalley-Gruppe mit Wurzelsystem ® und elementarer Unter-
gruppe E(®). Dann heift

Ki(®, R) := G(®, R)/E(®, R)

die erste instabile K-Theorie von R beziiglich .

Bemerkung 3.29. Die Menge K;(®, R) ist im Allgemeinen keine Gruppe, da E(®, R)
nicht fiir alle ® und alle R Normalteiler in G(®, R) ist.

Die stabile erste K-Theorie ist dann K;(R) := limg Ki(A,, R), was mit der zu-
vor gegebenen Definition iibereinstimmt. Satz 3.27 ist dquivalent zur Aussage, dass
Ky (P, k[ty, ..., tn]) ~ K (P, k) ist, fiir & das Wurzelsystem von G, denn E(®, k[ty, ..., t,])N
G(®, k) = E(D, k).

Satz 3.30 (Abe). Fir einen lokalen Ring R ist E(®,R) = G(®,R) und damit
K, (®, R) = 0.

Das ist [Abe69, Proposition 1.6, S. 477|. O
Nun kénnen wir die zentralen Objekte dieser Arbeit definieren:
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3. Chevalley-Gruppen

Definition 3.31. Sei R ein kommutativer Ring mit 1 und G eine einfach zusammen-
héangende Chevalley-Gruppe mit Wurzelsystem ®. Sei St(®, R) die Gruppe, die von
den Symbolen Z,(u) mit u € R erzeugt wird und nur die Relationen (R1, R2) aus 3.23
erfiillt. Dann gibt es eine Quotientenabbildung St(®, R) — E(®, R), deren Kern wir
mit Ky (P, R) bezeichnen und instabile zweite K-Theorie zum Wurzelsystem ® von R
nennen.

Satz 3.32 (Steinberg). Die Gruppe Ko(®, k) liegt im Zentrum von St(®,k) und
St(D, k) — G(P, k) ist die universelle perfekte zentrale Erweiterung von G(k).

Dass St(®, k) — G(k) eine zentrale Erweiterung ist, ist genau [Ste62, Théoréme 3.1,
S. 114]. Dass es sich dabei bereits um die universelle perfekte zentrale Erweiterung
handelt, ist [Ste62, Théoréme 4.1, S. 115]. O

Bemerkung 3.33. Manchmal notiert man auch Ky(n, R) := Ky(A,_1, R) und nennt
dies einfach instabile zweite K-Theorie von R. Die stabile zweite K-Theorie ist dann
Ky (R) := lim Ks(n, R), was mit Definition 2.28 iibereinstimmt.

Satz 3.34 (Kervaire, van der Kallen). Fir einen kommutativen Ring R und n > 4 ist
Ky(A,, R) — St(An, R) — E(A,, R)
eine universelle perfekte zentrale Erweiterung.

Die Aussage wurde stabil in [Ker70| bewiesen, siche z.B. [Mil71, Theorem 5.10, S.
47]. Die instabile Aussage stammt aus |[Kal77a, Corollary 2, S. 305]. O

Vermutung 3.35. Fiir Wurzelsysteme ® mit tk ® > 4 und lokale Ringe R gilt:
Ky(®, R) < St(®, R) - G(P, R)

st eine universelle perfekte zentrale Erweiterung.

Der Beweis sollte (fir nicht-symplektische Wurzelsysteme wenigstens) analog zum
Beweis von Steinberq/Kervaire bzw. van der Kallen funktionieren, da auch diese
nur mit Elementarmatrizen der SL,, bzw. einer anderen Prisentation von St,, durch
Elementarmatrizen arbeiten. Die Finschrankung auf lokale Ringe ist sinnvoll, da nach
dem Satz von Abe fiir lokale Ringe R bereits G(®, R) = E(®, R) ist. Wir haben bereits
gesehen, dass Perfektheit von E(®, R) notwendige Voraussetzung ist - dies ist in
[Ste71, Corollary 4.4, S. 981] bewiesen, wenn der Rang von ® ohnehin > 3 ist.

3.5. AuRere Automorphismen von Wurzelsystemen

Lemma 3.36. Nach der Klassifikation aller irreduziblen reduzierten Wurzelsysteme
von halbeinfachen Lie-Algebren tiber ihre zusammenhdngenden Dynkin-Diagramme
treten die folgenden Wurzelsysteme auf: A, (n >1), B, (n >1), C, (n>1), D,, (n >
3), Ga, Fy, Eg, E7, Eg wobei die Wurzelsysteme A,, B,, C,, D, als klassisch
bezeichnet werden, die anderen als exzeptionell. Der Index bezeichnet den Rang des
Wurzelsystems. Die Wurzelsysteme C,, heiffen symplektisch, insbesondere ist also
Ay = C1 symplektisch, A, fiir n > 2 jedoch nicht-symplektisch.
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3.5. Aukere Automorphismen von Wurzelsystemen

Dies ist eine Aufzdhlung der “klassischen” irreduziblen reduzierten Wurzelsysteme
mit einfach zusammenhdngenden Chevalley-Gruppen, die die entsprechenden Wurzel-
systeme haben.:

[ ] An, n 2 2: SLn+1

B, n > 3: Spin,, , 4
e (), n>1:Sp,,
e D,, n>3:Spin,,

Lemma 3.37. Die einzigen Automorphismen von irreduziblen reduzierten Wurzelsys-
temen, die von Automorphismen der entsprechenden Dynkin-Diagramme induziert
werden, sind die folgenden:

(a). Auf dem Dynkin-Diagramm von A, fir n > 2 operiert a; — oy, 11—, die Fix-
punkte sind fiir n gerade das Dynkin-Diagramm von A, o und fiir n ungerade
Cintry/2-

(b). Auf dem Dynkin-Diagramm von Dy operiert die S via Permutation der Endkno-
ten. Je nach Permutation bilden die Fizpunkte entweder das Dynkin-Diagramm
von A; oder As.

(c). Auf dem Dynkin-Diagramm von D, fir n > 5 operiert o, +— o1, Qp_q1 >
Qn, ; — o sonst. Die Fizpunkte bilden das das Dynkin-Diagramm von A, _1.

(d). Auf dem Dynkin-Diagramm von FEg operiert das simultane Vertauschen von ag
mit as und aq mit ag, die Fixpunkte bilden das das Dynkin-Diagramm von As.

Auf diese Weise erhdlt man Einbettungen der entsprechenden Fixpunkte in die grofieren
Wurzelsysteme.

Diese Eigenschaften lassen sich sédmtlich am Dynkin-Diagramm ablesen. Fiir eine
ausfiihrlichere Diskussion siehe [Bou68, Chapter VI, §4]. O

Wenn man die Fixpunkte eines Automorphismus s nicht auf Ebene der Dynkin-
Diagramme betrachtet, sondern auf Ebene der Wurzelsysteme die “Ko-varianten”
¢ := & /(id —s) P, erhélt man andere Einbettungen von Wurzelsystemen:

Lemma 3.38. Fliir die durch die Dynkin-Diagramm-Automorphismen aus Lemma 3.37
induzierten Automorphismen s eines Wurzelsystems ® ¢ilt das folgende, wenn wir
O* := ®/(id —s)P betrachten:

(a). Ist & = Ay, mitn > 1, so ist &~ A,,.
(b). Ist & = Agy,iq, so ist D° ~ C,,.

(c). Ist & = Dy, so ist D* ~ Gs.

(d). Ist & = D,y mit n >4, so ist ®° ~ B,,.

(e). Ist & = Fg, so ist * ~ F.
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3. Chevalley-Gruppen

Somit erhdlt man Einbettungen C,, — Aspi1, Go — Dy, B, < D,1 und Fy — Fj.
In jedem Fall, aufler fiir C, — Ag,i1, ist stets eine lange Wurzel des grifSeren
Wurzelsystems bereits in dem kleineren enthalten.

Diese Eigenschaften lassen sich sdmtlich am Wurzelsystem ablesen. Fiir eine aus-
fithrlichere Diskussion sieche den Beweis von [Spr09, Lemma 10.3.6, S. 183]. O

Wir werden diese Aussage spéter verwenden, um uns auf dem Fall der Wurzelsysteme
vom Typ A, C, D zuriickziehen zu konnen.
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4. Matsumotos Satz

4.1. Der Satz von Matsumoto

Wir fiihren hier zunéchst die Objekte ein, die im Satz von Matsumoto eine Rolle
spielen. Dann stellen wir den Satz vor und geben eine grobe Beweisidee, die dann im
folgenden Kapitel ausfiihrlich ausgefiihrt wird.

Sei G eine einfach zusammenhéngende Chevalley-Gruppe iiber einem perfekten
Korper k und G(k) die Gruppe der k-rationalen Punkte. Wir wihlen einen maximalen
Torus H und bezeichnen mit ® := ®(G) das Wurzelsystem, mit ®* eine feste Wahl
positiver Wurzeln, mit A C &+ einfache Wurzeln und mit z, : G, — U eine feste
Wahl von Erzeugern von G.

Definition 4.1. Sei A < E -» G(k) eine zentrale Erweiterung von G(k) durch A.
Dann liften Erzeuger 2% : k — U%(k) der Wurzeluntergruppen auf £ zu Isomorphismen
To:k— U, wobei U = 7 H(U®) ist. Setze fir u € k*

We (1) 1= T (W)T_o(—u™HTo(u), ho (1) 1= Wa(u)Wa (1),

dadurch sind Homomorphismen w, : k* — N und Ea Sk = H definiert, wobei
wieder N = 771(N) und H = 77 1(H) ist. Jede Wurzel o € ® definiert eine Abbildung
Co KX X KX = E: L

Ca(5,t) = ha(8)ha(t)ha(st) ™ .

Dies ist eigentlich eine Abbildung nach A, denn das Bild in G(k) ist bereits trivial.

Lemma 4.2. Die Lifts der Erzeuger erhdlt man, indem man die Erzeuger zur univer-
sellen zentralen Erweiterung liftet wie in Definition 3.31 und dann auf die gegebene
zentrale Erweiterung projiziert. O

Definition 4.3. Sei U* := Ha@i U® und entsprechend

~+ ~Q

U = ﬁa, 67::HU.

acdt aed—

Fiir n € N definieren wir U} := U NnUn~! und [NJ: = Y (U}).

n

Zum Rechnen in der Erweiterung ist es unerlésslich, die Operation der Weylgruppe
auf der Erweiterung zu verstehen. Dabei hilft uns das folgende Lemma.

Lemma 4.4 (Steinberg; Matsumoto, 5.1).

(a). Der Homomorphismus 7 : E — G(k) induziert einen Isomorphismus U Ut
(sowie U —= U~ ).

(b). Seio, € W die zur Wurzel a € ® assoziierte Spiegelung an der Normalen zu «,
dann st fir alle o, € ®:

Vtek* Vu ek Ine {—1,+1} : Wa(t)Ts(u)wa(t) ' = @a(ﬁ)(?ﬁ_ﬁ“*w-



4. Matsumotos Satz

(¢). Die Zahlen n € {—1,4+1} hangen nur von «, 3 ab:

+1  wenna+p ¢ dU{0},
-1 wennaxped, af* =0,

n(e, B)n(B, ) = =1, wenn af* = fa* = —1.
Das ist (in anderer Notation) [Ste62, 7.2.]. o

Definition 4.5. Sei a € A lange Wurzel. Wir nennen cg := ¢, den Kozykel zu E
beziiglich der Isomorphismen x,.

Wir bemerken noch, dass wir spéter zeigen kénnen, dass die Kozykel ¢, fiir ver-
schiedene lange Wurzeln o € @ iibereinstimmen, sodass diese Definition nicht von der
Wahl einer langen Wurzel abhéngt.

Definition 4.6. Ein Steinberg-Kozykel iiber k mit Werten in einer abelschen Gruppe
A ist eine Abbildung c: k* x k* — A, die die folgenden Bedingungen erfiillt

(S1) c(z,y)e(ry, z) = c(, yz)e(y, 2);
(S2) c(1,1) =1; c(z,y) =clz ™ y™h);
(S3) c(z,y) = c(z, (1 —x)y) fiir v # 1.

Die Gruppe aller Steinberg-Kozykel iiber k& mit Werten in A wird mit S(k*, A) bezeich-
net. Nach Definition 2.33 ist ein Steinberg-Kozykel ¢ € S(k*, A) ein Homomorphismus
X x kX — A, der iiber K57 (k) faktorisiert, d.h. S(k*, A) ~ Hom(K57(k), A).

Definition 4.7. Erfillt eine Abbildung ¢ : £* x k* — A in eine abelsche Gruppe A
die Bedingungen

(5°1) c(,yz) = c(z,y)e(x, 2);
(5°2) c(y, z) = e(x, 2)e(y, 2);
(S°3) c(x,1—2z)=1, wenn z # 1.

so nennt man c einen bilinearen Steinberg-Kozykel und schreibt fiir die Gruppe aller
bilinearen Steinberg-Kozykel auch S°(k*, A). Nach Definition 2.31 ist ein bilinearer
Steinberg-Kozykel ¢ € S°(k*, A) ein Homomorphismus k* x kX — A, der iiber K} (k)
faktorisiert, d.h. S°(k*, A) ~ Hom(K2(k), A).

Lemma 4.8 (Matsumoto, 5.6). Bilineare Steinberg-Kozykel sind Steinberg-Kozykel:
Sk, A) CS(E™,A).

Beweis. Aus der Surjektion K5?(k) — K(k) von Lemma 2.36 erhélt man eine
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4.1. Der Satz von Matsumoto

Injektion Abb(K5?(k), A) — Abb(KY(k), A) und die Identifikationen S°(k*, A) ~
Abb(K¥(k), A) und S(k*, A) ~ Abb(K5?(k), A) liefern dadurch eine Injektion

S°(k*, A) — S(k*, A).

Es ist klar, dass es sich um eine mengentheoretische Inklusion in der gemeinsamen

Obermenge Abb(k* x k*, A) handelt. ]

Lemma 4.9. Steinberg-Kozykel ¢ € S(k*, A) sind normalisierte 2-Kozykel im Sin-
ne der Gruppenkohomologie, wie in Definition 2.8. Damit definieren sie zentrale
FErweiterungen A — € — k*.

Beweis. Aus ¢ € S(k*, A) ~ Hom (K57 (k), A) folgt bereits, dass ¢ die Relationen fiir
normalisierte 2-Kozykel erfiillt. ]

Lemma 4.10. Die Kozykel cp = c, zu einer Erweiterung E und einer langen Wurzel
a € ® sind Steinberg-Kozykel, d.h. ¢, € S(k*, A). Ist ® nicht symplektisch, so sind
die Kozykel c,, bilinear (c, € S°(k*, A)). Ist & symplektisch, so sind die Kozykel c,
bilinear, wenn « keine lange Wurzel ist. Insgesamt ist also

ce € S(k™, A) und fiir ® nicht symplektisch sogar cp € S°(k™, A).

Wir werden dieses Lemma in Abschnitt 4.3.1 beweisen, genau genommen den ersten
Teil in Lemma 4.33, die Aussage iiber Bilinearitdt in Lemma 4.15 (d). O

Satz 4.11 (Matsumoto). Sei k ein unendlicher Kérper und G eine einfach zusam-
menhdngende Chevalley-Gruppe mit Wurzelsystem ®.

Hdlt man fir G(k) und eine abelsche Gruppe A die Wahl A einfacher Wurzeln und
Isomorphismen x, : G, — U® fest, so liefert die Zuordnung, die jeder zentralen
Erweiterung E von G(k) durch A den Steinberg-Kozykel cg zuordnet, einen Isomor-
phismus H*(G(k); A) — S(k*, A), falls ® symplektisch ist, und einen Isomorphismus
H?(G(k); A) == S°(k*, A), falls ® nicht symplektisch ist.

Beweisidee. Die Gruppenstruktur auf H*(G(k), A) ist die Baer-Summe, die zwei
Erweiterungen E, E' einen Quotienten F' =: F' + E' des Faserprodukts E Xg) £’
zuordnet, in dem verschiedene Kopien von A identifiziert werden (siehe Definition 2.1).
Damit werden auch die Lifts der Erzeuger z, von U® in E bzw. E' in E Xg@) E'

identifiziert und damit auch die Ea. Daher lasst sich der Kozykel cgcp in B Xg)
E’, also auch in F' kiirzen zu cp und wir sehen, dass die Abbildung F +— cg ein
Gruppenhomomorphismus ist.

Wenn eine Erweiterung E auf den trivialen Kozykel cg = 1 abgebildet wird, so ist
die Erweiterung bereits trivial, denn dann sind alle Kozykel ¢, von E auch trivial (wie
wir sehen werden) und damit erfiillt £ alle Relationen von G(k), ist also die triviale
Erweiterung.

Es bleibt zu zeigen, dass es zu jedem Steinberg-Kozykel ¢ € S(k*, A) auch eine
zentrale Erweiterung £ € H?(G(k); A) gibt, sodass cp = c ist. Das werden wir in
Abschnitt 4.3 beweisen, stellen hier aber die grobe Strategie vor:

Man reduziert zunéchst die Fille der Wurzelsysteme B,,, Fy, G5 auf die Wurzel-
systeme D, .1, Fg, D4. In Abschnitt 4.3.1 werden einige Eigenschaften fiir geliftete
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4. Matsumotos Satz

Elementarmatrizen x, nachgerechnet und gezeigt, dass die Kozykel ¢, zu einer Erwei-
terung und einer langen Wurzel Steinberg-Kozykel sind, die nicht von der Wahl der
Wurzel o abhéngen. Es wird gezeigt, wann die ¢, bilinear sind. In Abschnitt 4.3.2 wird
fiir einen vorgegebenen Kozykel mit Koeffizienten A eine Erweiterung des Torus von
G konstruiert. In Abschnitt 4.3.3 wird eine zyklische Erweiterung des Normalisators
iiber den ganzen Zahlen konstruiert, die auf der zuvor konstruierten Erweiterung des
Torus operiert. In Abschnitt 4.3.4 liefert ein Quotient des entsprechenden semidirekten
Produkts eine Erweiterung des Normalisators. Die Quotientenbildung ist notwendig,
um die ganzen Punkte des Torus in der Erweiterung des Torus mit dem Torus in der
Erweiterung der ganzen Punkte des Normalisators zu identifizieren. In Abschnitt 4.3.5
wird schliefslich eine Menge S durch Pullback der Erweiterung des Normalisators ent-
lang der Bruhat-Zerlegung definiert. Eine Transformationsgruppe von .S wird definiert,
von der zunéchst gezeigt wird, dass sie transitiv operiert, dann auch, dass sie einfach
transitiv operiert. Damit lasst sich auf S eine Gruppenstruktur festlegen (die der
Transformationsgruppe) und eine Projektion auf G(k) gegeben. Von dieser Projektion
wird nachgerechnet, dass der Kern genau A ist, indem in Abschnitt 4.3.6 gezeigt wird,
dass dies der Fall ist, wenn es im Rang 1 und 2 Fall gilt. In Abschnitt 4.3.7 wird dann
der Rang 1 und 2 Fall nachgerechnet. O

Korollar 4.12. Fir ® symplektisch ist Ko(®, k) ~ K5P(k) und sonst Ko(®D, k) ~
KY (k). Insbesondere lisst sich die zweite stabile K-Theorie bereits instabil mit SL,
fiirn > 3 ausrechnen, d.h.

Ky (k) = lim Ky(A,, k); Ky(A,, k) = KM(k) fiir n > 3,

n—oo

Ky(Cp, k) = KSP(k) fiirn > 1.

4.2. Zur Geschichte des Satzes

Steinberg [Ste62| hat die universelle zentrale Erweiterung der k-rationalen Punkte von
einfach zusammenhéngenden Chevalley-Gruppen présentiert. Moore [Moo68, Kapitel
[1I, Theorem 9.2| hat fiir die Chevalley-Gruppe SLs den Kern der universellen zentralen
Erweiterung préasentiert. Matsumoto hat dann den hier vorgestellten Satz bewiesen
und damit also die instabile zweite K-Theorie eines unendlichen Korpers préasentiert.
Milnor hat in [Mil71, §12] den Beweis fiir die SL,, mit Matrizen vereinfacht dargestellt
um so die stabile zweite K-Theorie eines Korpers zu prasentieren, also einen stabilen
Isomorphismus K (k) — Ky(k) zu erhalten. Keune konstruierte in [Keu75| eine
Linksinverse zu der Verkniipfung von Abbildungen K (k) — Kq(k) — Ky (k[t], (> —1))
und gab somit einen alternativen Beweis der Isomorphie K¥ (k) ~ Ky(k). Van der
Kallen, Maazen und Stienstra haben in [KMS75] fiir gewisse Ringe R, z.B. R lokal,
den Kern von Ky(A,, R) - Ko(R) prasentiert. Van der Kallen hat Matsumotos Satz
in [Kal77b] auf lokale Ringe verallgemeinert, deren Restklassenkérper unendlich viele
Elemente hat. Rehmann bewies in seiner Habilitationsschrift [Reh78| mit dhnlichen
Methoden wie Matsumoto, dass Ky(D) fiir jede Divisionsalgebra D eine Matsumoto-
Préasentation besitzt. Der klassische Satz von Matsumoto iiber stabile zweite K-
Theorie eines Korpers ist ein Korollar aus dem Satz von Rehmann. Rehmann und
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4.3. Matsumotos Beweis

Morita [MR90] haben mit analogen Argumenten eine Matsumoto-Présentation fiir
den Kern der universellen zentralen Erweiterung von Kac-Moody-Gruppen angegeben.
Hutchinson konnte in [Hut90| ohne Steinbergs Prasentation der Steinberggruppe
fiir n und k hinreichend grofs die Matsumoto-Présentation von Hy(SL,(k),Z) sowie
die Stabilisierung Ho(SL,(k),Z) — Hy(SL,11(k),Z) beweisen durch Studium der
GLy(k)-Operation auf P}.

4.3. Matsumotos Beweis

In diesem Kapitel wollen wir den Beweis der Existenzaussage in Satz 4.11 etwas
genauer studieren. Samtliche Resultate und Beweise in diesem Kapitel gehen, sofern
nicht explizit anders angegeben, auf Matsumoto [Mat69| zuriick. Das einzige, was diese
Ausarbeitung an Mehrwert bringt, sind ausfiihrlichere Rechnungen und der Wegweiser
(Abbildung 10 auf S. 109). Die Notation ist nur sehr geringfiigig verdndert und nur
dann, wenn es das Verstandnis erleichtert.

Es ist fiir die restliche Arbeit nicht notig, dieses Kapitel zu lesen - allerdings liefert
diese eingehende Untersuchung die Motivation fiir die Beweisstrategie in Kapitel 6.
An den entsprechenden Stellen in Kapitel 6 wird dann auch noch einmal auf die
entsprechenden Teile des Beweises in diesem Kapitel verwiesen.

Wir beginnen mit der Reduktion des Problems auf gewisse Wurzelsysteme. Nach
Lemma 3.38 geniigt es, die Aussage von Satz 4.11 fiir die Wurzelsysteme A,,, C,,
D, Es, E7, Eg zu beweisen, da die Kozykel einer Erweiterung nur von einer beliebig
gewahlen langen Wurzel abhéngen. Wir werden an der Stelle, an der wir dies verwenden,
noch einmal gesondert darauf hinweisen.

4.3.1. Rechenregeln fiir Lifts 7, Ea, w, und Kozykel ¢,

Ausgehend von Definition 4.1 und Lemma 4.4 werden wir nun einige Rechenregeln
sammeln, die samtlich mit elementaren Rechnungen fiir zwei Wurzeln folgen.

Lemma 4.13 (Rechenregeln, Matsumoto, 5.2).

(a) Wa (£) W ()W ()™ = Wery ) (™7 ),
(b) @a (g (w)Ta (1)~ = Ty (a) (M7 )by (3 (=),
(c) ha(D)Ts(u)ha(t) ™ = F5(t7 ),

a(t), Ta(u)] = Fo(u(t* — 1)),
(d) Ba()Ws(w)ha(t) " = @s(t7"u),
(e) ha(O)hs(u)ha(t)™ = ha(t* u)hs(t77) 71,
(f) Ta(1)hs(t)Ta(1) ™ = h(t)ha(t™")
() Wa(t) = Woa(~t7),

ha(t) = hoa(t)™",
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4. Matsumotos Satz

wobei wir hier die Konvention [a,b] = aba™'b~! verwenden.

Beweisidee. Dies ist (in anderer Notation) [Ste62, 7.3.] und folgt durch elementare
Rechnungen aus Lemma 4.4.
Exemplarisch rechnen wir einige Gleichungen nach:

Wa (£)Wp (u)Wa(t) ™
=Wa (1) T (1) Wa (t) ™ Wa ()T —p(—u™")Wa(t) ™ @a()Tp (w)Wa(t)
=Zoo (8 y(nt~ pe U, B)( (nt™ Ba*u)_l)f%(ﬁ)wt_ﬁa*u)
=W 5 (1t ).

Damit ist (a) gezeigt. Zu (b) ist es kein weiter Schritt:

Wa (t)hs(u) T (t)
=W (t)Wg(u) Wa(1) ™ Wa(t) ™
=Wa (t)Ws(u)wa (t) wa(t)” wﬁ(l)_lfﬁa(t)_l
= We (3) (N7 W) Wy () ()7
=W, (8) (N ) Wi (5) (1) ™ War(8)(1) Wa () (mt7*7) !
5w By (mt =77 )

Damit kénnen wir nun auch sofort (e) zeigen:

5(u
-
t
=ho () (1t

o(O)hg(w)ha(t) ™!
—a(t) Wa(~1)hs(u )i (- )™ @ (t)™

>

wobei wir im letzten Schritt zum einen o2 = id ausgenutzt haben, zum anderen, um
das korrekte Vorzeichen zu erhalten, n(« 6) =n(a,0,(0)).
Fiir (g) rechnen wir

Wo()W_o(—t ™) =2 (—t ) O o (—t ) Ta(O)W_o(—t )7
DR

und damit dann
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Nun rechnen wir noch

S
Q
=
=
—~
G
§z
=
|
Il
/N
S
Q
—
=
=
Q
=
=
Q
=
|
L
N——
L

Die anderen Teilaussagen folgen &hnlich miihelos. ]

Lemma 4.14 (Geliftete Bruhat-Zerlegung, Matsumoto, 5.3).
(a). Firallew € N ist U a0 NN = {7},
(b). Man kann eine Projektion auf N definieren durch
U:E—N, Vo, €U VieN: o) =n
und es qilt vom =mowv, d.h. v ist ein Lift der Bruhat-Zerlegung von G(k).

(c). Fiir alle uw € U und alle § g € E st v(ug) = v(g),
fiir alle h € H und alle § € E ist v(hg) = hv(3).

(d). Fir alle g € E und alle o € A gibt es t € k sodass g = u1T,(t)nu mit u; €
U+, n=rv(g) € Nundie U’ , sodass uy als Produkt von Elementarmatrizen

geschrieben werden kann, ohne die Wurzel a zu verwenden. Wir notieren o :=
[7(n)] € N/T =W, das Element der Weylgruppe, welches durch das Bild von n
in G(k) reprasentiert wird. Dann ist

St ( _ EUNOC(—l) v(g)  fallst =0 oder o7 (a) € &,
(@a(=1)9) {ha(t_l) v(g)  fallst#0 und o' (a) & OT.

Beweis.

(a). Wenn n € N, so ist US = U NnnUTn"! von gewissen U” erzeugt. Seien
A, € Nmit 7(7) = n, 7(@) =n' € N und %,@ € U sodass ' = il
Dann gilt in G(k): n’ = unv/, also n’ = n, schlieklich ' = na mit a € A. Es
ist somit a = (n~'un)u’, was bedeutet, dass 7(u) = nu'n~t € U, ist, also
u € U =7 YUT). Nach Lemma 4.4 permutiert Konjugation mit 7 nur die ﬁﬂ,

die UJr erzeugen also ist n 1U n C U , schlieklich auch a € ﬁJr, also a = Id

’I’L

(denn U N A= o N UT)NA={Id}).
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4. Matsumotos Satz

(b).

(c).

Nach (a) ist die Abbildung wohldefiniert und

v(r(unu')) = v(unu') = n = n(n) = 7(v(una')).

~ ~ oy . o~ o~ ~+ ~ .
Schreibe g € E als ¢ = u/nu” mit @’,u” € U und n € N, dann ist
v(ug) =v(uu'nu") =n =v@nu") =v(q).
it ~
Mit Lemma 4.4 gibt es ein " € U sodass hu’ = u"h, also

v(hg) = v(ht'nd") = D(@"had") = hi = ho(@WTd") = h(g).

. Wir stellen zunéchst fest, dass (wieder mit Lemma 4.4) die Untergruppe

U (1)U (1)

genau die von den U” fiir e dt\{a} erzeugte Untergruppe von i ist, die
wir mit U bezeichnen wollen. Aufserdem gilt U= U U” und U NU" = {1d}.
Schreiben wir g € F als g = unu mit u, v’ € U und 7 = — 7(7) € N, damn

ist also u = u1T,(t) mit u; € Ua und ¢ € k. Wiederum nach Lemma 4.4 ist
~o~(a)

U =0 mit o = [w(n)] € N/T = W, dem durch n reprisentierten
Element in der Weylgruppe W. Jetzt unterscheiden wir zwei Félle:

a) n T, (t)n e i (dh. o7ta > 0 oder ¢t = 0) oder aber

b) n'Z,(t)n géU (dh. o7'a < 0 und t # 0).
Im ersten Fall ist

Wo(—1)§ = Wo (= 1)U Wa (1) Wo (1) 7' To(t)0 U = Ug, (—1)0,

o~ = ,  ~+
mit up € U, und u), € U .

Im zweiten Fall ist

= UoTa(—t )Tt Tl —tY) Wa(~ )7, e U,
= UoTu(—t NTu(t )T~ 1)Ady,  @eU'.
und somit 7(@Wa(—1)§) = Wa(t ™) Wa(—1)71 = ho(t1)7. O

Lemma 4.15 (Matsumoto, 5.4).

(a). Fiir jede Wurzel o € @ ist co(s,t) = c_o(t,s)71,

(b). Fir jede Wurzel o € ® und jedes 0 € W ist Co(q) = Cia,

(c). Fir je zwei Wurzeln o, 5 € © ist [Ea(s),ﬁg(t)] = co(5,1%77) = cp(t, s77) 7,
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4.3. Matsumotos Beweis

(d). Wenn a keine lange Wurzel eines symplektischen Wurzelsystems ®, so ist ¢,

bilinear:
Ca(8™,t™) = col(s,t)"™ firn,m € Z.
Bewezs.
(a). ca(s,t) =
(Mit 1 multipliziert) =ha(st) " ha(st) cals,t)
(A zentral in E) =ha(st) ™" cals, t)ha(st)
(Definition cq) —Ta(5t) " o (8)ha(t)
(nach Lemma 4.13 g) =N (t3)h—o(s) T h_a(t) ™"
=c_o(t,s)7?
(b). Nach Lemma 4.13 (b) gilt fiir 8 = 0,7:

Wa(1)hy (w)Wa(1) ™" = ha(nu)hg(n) ™

und fiir n = 1 folgt B B
(L) (W) (1)™ = B(w).

Ansonsten ist n = —1 und somit
W (1) Wa(1)hy () e (1)~ wp(1) "
(nach Lemma 4.13 b) :&75(1)55(—u)ﬁg(—l)_lﬁg(l)_l
(1 eingefiigt) =5(1)hs(—u)@s(1) " Ds(1)hs(—1) @s(1)
(nach Lemma 4.13 g) =hg(—u " Yhs(—1)""
(Definition k) — s (—u V) ws(1) s (1)wg(—1) "
(Kiirzen) =wg(—u Hwg(—1)""
(nach Lemma 4.13 g) =w_g(u)w_g(1)~"
(Definition h_g) —h_s(u).

Damit ist ¢ (z,y) = hy(2)hy (y)hy (zy) ™

= {’&7&(1)—1%(3;7 Y)Wa (1) oder
(1)~ (1)~ e—p(,y) W5 (1) (1)

und da cy5(z,y) € A zentral in E liegt, sind diese Konjugate bereits ciz(z, y).

 [Pa(s). hs()] = ha(s)hs(t)ha(s) ™" Ts(t)~

= ha(P ) hg(P )L ha(t) ™ = ca(t, s°*7) ! (nach Lemma 4.13 (¢)).
Analog ist

ha(s) ha()ha(s) " ha(t) ™" = ha(8)ha(t Vha(st) = ca(s, t%77).
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4. Matsumotos Satz

(d). Ist « nicht lange Wurzel eines symplektischen Wurzelsystems, so glbt es stets

ein B € ® mit a8* = 1 (siche auch Abschnitt A.2), also ca(s,t) = [ha(s), hg( )]
nach (c), damit ist ¢, bilinear:

ca(zy, 2) = [ha(xy), hs(2)] = [ca(®,y)  ha(®)ha(y), ha(2)].

Da ¢, zentral in F ist, vereinfacht sich das zu

[ha(@)ha(): 15 (2)] = ha(@)[ha(y), hs(2)]ha(@) " [ha(@), s(2)].

Diese Kommutatoren sind wieder als ¢, ausdriickbar, liegen also im Zentrum
von F. Damit sehen wir ¢, (zy, 2) = co(z, 2)ca(y, z). VOllig analog erhdlt man

Ca(,y2) = co(z,y)co(z, 2).

O

Jetzt konnen wir Lemma 4.10 beweisen, welches besagte, dass ein Kozykel ¢, stets

ein Steinberg-Kozykel ist, und wann dieser bilinear ist. Genau genommen beweisen
wir zundchst folgendes

Lemma 4.16 (Matsumoto, 5.5). Ist ® von Rang 1, also ® = {a, —a}, so ist der

Kozykel ¢ = ¢, stets ein Steinberg-Kozykel, d.h. ¢ € S(k*, A).

Beweis. (S1) lasst sich einfach nachrechnen:

c(@,y)c(zy, z)

h(a)h(y)h(zy) ™" h(zy)h(z)h(zyz) ™"
h(z)h(y)h(z)h(zyz) "

h(z)e(y, 2)h(yz)h(zyz) "
h(z)h(yz)h(zyz)"e(y, 2)
c(z,yz)c(y, 2).

Definition c(z,y))
Kiirzen)

(
(
(Definition ¢(y, z))
(
(

A zentral in F)
Definition c¢(x,yz))

Fiir (S2) berechnen wir

c(z,y)
(Definition ¢(x,y)) =N () ha(y)ha(zy) "
(Lemma 4.13 (g) und Kiirzen) — =wa(1)hq <x*1)ﬁa(y*1)ﬁa<x*1y*1> L (1)~
(Definition c¢(z~1,y71)) =Wo(1D)e(z™ y (1)
(A zentral in E) =c(z~ 1,y )~ (1) wga (1)
(Kiirzen) =c(z™ ' y7).

Ebenfalls mit der Definition von ¢ folgt

c(1,1) = ha(Dha(1)ha(1)™F = ho(1) =1d.
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Der Beweis von (S3) erfordert mehrere Zwischenschritte.
Behauptung (a). cq(t,—t~1) =1 fiir alle t € k*.

Beweis. Wir rechnen nach:

c(t,—t™h)
(Definition c(t, —t=1)) =ha(t)ha(—t ) ha(=1)""
(Definition hq) =W, (1) Wa(—1)We(—t ) Wa(—1)Wa(—1)"2
(Kiirzen) =W, ()W (—1)We (—t M) We (—1) "
(nach Lemma 4.13 (a)) =Wo () Wy (o) ((—1) 7 (=t 7))
(Einsetzen) =W, () W_a(t™)
(nach Lemma 4.13 (g)) =Wq (t)We(—1)
(Kiirzen) =, (t)w,(t)t =1d

Behauptung (b). c(s,t) = c(t, —s~1t71) fiir alle s,t € k*.

Beweis. Wieder rechnen wir nach:

c(s,t)
(nach a) =c(s,t)c (st —(st)™)
(S1) =c(s,—s He(t, —s 1t
(nach a) =c(t, — _lt_l)

Behauptung (c). c(s,t) = c(—s 71, s).
Beweis. Folgt direkt durch zweimaliges Anwenden von (b).
Sei nun g = T (u)We(1)ZTo(v) mit uv(l —uv) # 0.

Behauptung (d). 7(@a(—1)g@a(~1)) = ha((u = v=1) " )ha(v™)@a(1).

Beweis.

@a(—l)ﬁﬁa(—l)
(Definition g) =Wa(—1)T o (1) Wa (1)T(v)Wa(—1)
(nach Lemma 4.13 h) =Wo(—1)To(u)ZT_o(—0)
(Definition w,(v™1)) =W (—1)Z (1) T (—v Dl (v 1) Ta(—v 1)
(Zo, Homomorphismus) =Wo(—1)Zo(u — v Nl (v )T (—v™ )
Nach Lemma 4.14 und o,(a) = —a ¢ T sowie u — v~! # 0 wissen wir

V(Wa(=1)gwa(—1))
)

Behauptung (e). V(W (—1)gws(—1)) = ha(uflﬁla((v —u) e (1).
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Bewezs.
Wa(—1)gwa(—1)
(Definition g) =We(—1)T(U)Wa (1)T4 (V)W (—1)
(Lemma 4.15; h) =T (—u ) Wa (U™ T o (—u™ T (V)Wa(—1)
(Definition hy,) =T o (=t Do (U)W (1) T (v — u )W (—1).

Wendet man nun abermals Lemma 4.13 h) an, so erhéilt man

Ta(—u Dha(u™)Ta(=(v —u™") HWa((v —u™) HTa(—(v —u") 7).

Nach Lemma 4.14 liefert Anwenden von 7

fa(ufl)f('fa(—(v —u ) (v —u ) Ta(—(0 —u))
=ha(u™)ha((v —u™") " )wa(1).

Nun erhalten wir aus d) und e)

(Kiirzen) & ho((u— vfl)*l)ﬁa(wl) = ha(u ™o ((v —u))
(Definition ¢,)

& col(u—v ) v o ((uww — 1)) =co(u™, (v —u) Hhg((uv — 1))
(Kiirzen) Sc(lu—v™H o =cilu (v—ut)™
(S2) & colu—v1v) =colu,v—u™t)
(nach c)) & co((1—uv) Hu) =co((1 —uv) ™ u—vt)

und mit ¢ := (1 — uv) ™! folgt

Calt,u) = co(t,u(l —)71),
mit w := u(1 —¢)~! daraus schlieklich

Co(t, (1 = t)w) = co(t, w).

Definition 4.17. Sei ¢ € S(k*, A). Dann definieren wir Abbildungen

Kz, y) = ez, ),
iz, y) = ey, )™,
(x,y) = c(z,y)?,
A(x,y) = c(z,y)°.
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Bemerkung 4.18. Unter der Identifikation ¢ € S(k*, A) ~ Hom(K3?(k), A) ist ¢ = cob,
ebenso ¢ = V o ¢. Daher kénnen wir auch alles, was wir aus Lemma 2.37 iiber die
Homomorphismen V und f§ wissen, hier anwenden.

Lemma 4.19 (Matsumoto, 5.7). Sei ¢ € S(k*, A). Dann gilt:

1

(a). Fir alle Einheiten x,y € k™ ist c(x,y) = c(z, —xy) = c(—zy,y) = c(y~ ', x),

c(a?,y) = c(x,y?) = &(z,y).
(b). ¢& € S°(k*, A) und fiir x € k* ist *(x, —1) = 1.
(c). ¢ € S(k*, A) und & = (&)F = c¢.
(d). Wenn c bilinear ist, so ist ¢ = ¢ und c* = 2.

(e). Die zentrale Erweiterung e = A x°k* von k* durch A, die [c] € H*(k*; A)
definiert, ist abelsch genau dann wenn c* trivial ist.

Bewezs.

(a). In K5(k) gilt nach Korollar 2.38 [z,y] = [z, —zy] = [~zy,y] = [y", 2] und
[+, 9] = [2,y°] = b([z,y]) fiir alle o,y € £, mit S(k*, A) ~ Hom(K;"(k), A)
folgen daraus die entsprechenden Relationen fiir ¢ € S(k*, A).

(b). Nach (a) ist ¢(x, —1) = ¢(z, (—1)?) = ¢(z,1) = 1, denn in K¥ (k) gilt ja bereits
Normiertheit, also {z,1} = 0.

(c). Da nach Lemma 2.37 V ein involutiver Homomorphismus mit §([z,y]) = [z, y] +
V([x,y]) ist, gilt auch

V([ yD) = V([ y]) + V¥([z,9]) = V([z,9]) + [2, y] = ([, y]).

und damit fiir ¢ € S(k*, A) ~ Hom(K5”(k), A) bereits nach Lemma 2.34 (e)
c?=colff=cofjoV=_(coV)-c€S(k*,A)und ¢ = coV € S(k*, A).

(d). In K¥(k) gilt nach Korollar 2.39 V({z,y}) = {x,y} und t({z,y}) = 2{x,y},
also gilt fiir ¢ € S°(k*, A) ~ Hom(KJ(k), A) bereits ¢ = c und ¢f = 2.

(e). Die Erweiterung ¢ = A x¢ k> ist nach Lemma 2.14 abelsch genau dann, wenn
der Kozykel ¢ abelsch ist, also wenn c¢(x,)c(y, z) = 1. Nach (c) ist ¢*(z,y) =
c(z,y)c(y, )" und damit die Behauptung gezeigt.

]

Lemma 4.20 (Matsumoto, 5.8). Sei ¢ der Steinberg-Kozykel einer Erweiterung E
von G(k) (also ¢ = cg fiir eine lange Wurzel € ®). Dann gelten:

(a). Fiir jede beliebige Wurzel o € ® ist ¢, € {c, ¢, ¢, 3},

(b). H C F ist abelsch genau dann, wenn ¢ trivial oder ® symplektisch und ¢ trivial
15¢.
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Beweis. Nach Lemma 4.15 (b) ist fiir a eine lange Wurzel schon ci, = ¢, also
co € {c,¢}, denn dann existiert 0 € W mit 08 = o und nach Lemma 4.15 (a) also
Cp = Ciq, Was zusammen mit c_,(s,t) = c,(t,s)”! geniigt. Ist aber « keine lange
Wurzel, so muss es so ein ¢ nicht geben. Allerdings finden wir dann ein vy sodass
ay* = —1 und ya* € {—3,—2}, je nachdem ob ® = G5 oder nicht. Damit liefert
Lemma 4.15 (c) dann ¢, = ¢ oder ¢, = ¢4,

Die zweite Aussage folgt ebenso aus Lemma 4.15 (c¢): Wenn némlich ¢ trivial ist, so
auch , c ,c3 und da jedes ¢, von dieser Form ist, verschwinden die Kommutatoren
[ho(z ) hg( )] = calz, y*#") sémtlich und H ist demnach abelsch. Fiir ® symplektisch
und ¢ trivial ist stets entweder af* oder fa* gerade, damit verschwindet auch
Ca(T,y*P") = cg(y, 2°°7) 71 und somit alle Kommutatoren in H. O

4.3.2. Die zentrale Erweiterung des Torus

Definition 4.21. Sei ¢ € S(k*, A) ein vorgegebener Kozykel. Wir werden daraus
einen Kozykel konstruieren, der eine Erweiterung des Torus H definiert. Setze

c =

¢  falls A symplektisch,
@  sonst.

Damit ist ¢® € S°(k*, A). Definiere nun fiir o, f € A mit a # f:

¢o = c fiir  lange Wurzel,

cp = ¢’ fiir B kurze Wurzel, A symplektisch,

1 falls fa* = 0,
Cap =
’ (c°)™!  sonst.

Damit kénnen wir nun noch einen Kozykel ¢ : H x H — A konstruieren:
¢ (H ha(ua), |1 hﬁ(%’)) = | calttarva) [ ] cas(ta, vs),
aEA BeA aEA B<a

wobei wir fiir das Produkt iiber f < « auch «, f € A betrachten und eine beliebige
Anordnung auf A wéhlen. Diese Anordnung geht nicht in die Definition ein, da A
abelsch ist.

Lemma 4.22. Der Kozykel ¢ definiert eine Erweiterung von H durch A, die wir mit
H bezeichnen wollen. Die Elemente h,(t) € H fir o € A, t € k* lassen sich liften zu
ho(t) € H, sodass die folgenden Relationen fir alle B,y € A erfillt sind:

Rs(w)hs(v) = cglu, v)hs(uv),
[hs(w), Ty (v)] = cglu, v™") = ¢\ (W™, v).

Beweis. Nach Definition ist H = A x¢ H, mit der Wahl &, (t) := (0, ho(t)) € A x H
rechnet man die Relationen sofort nach, denn ¢(hg(u), hg(v)) = cs(u, v). O
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4.3.3. Eine zyklische Erweiterung von N und Operationen auf H

Wir erinnern kurz daran, dass sich in der Gruppe G(k) der Normalisator N schreiben
lasst als semidirektes Produkt des Torus mit der Operation des Normalisators N =
Nz tber den ganzen Zahlen: N = H x N (man sieht dies an der Demazure-Tits-
Présentation von A in Lemma 3.11). Wir bezeichnen mit H := Hy, die ganzzahligen
Punkte des Torus H.

Lemma 4.23 (Matsumoto, 6.3). Sei N die von den Elementen w,, o € A erzeugte
Gruppe unter den Relationen (W1, W2), hy := w2 und 7 : N — N die Projektion auf
N = Nyz. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(a). Die Gruppe ker(w) ist zentral in N und wird von den z, := h2 = w? fiir a lange
Wurzel erzeugt. Die Gruppe ker(rm) ist zyklisch von unendlicher Ordnung, falls
G symplektisch ist, ansonsten zyklisch von Ordnung 2.

(b). Die Gruppe N lésst sich durch die folgenden Relationen (fir o, € A) prasen-

tieren:
(W1) gt wz!) = w0
WaWg = WaWq falls Ba* = 0;
(WQ’) WWBWq = WaW, W4 fCLHS ﬁa* = aﬁ* = —1;

(U]awﬁ)2 = (wﬂwa)2 fCLUS 605* = —27
(wawﬁ)s = (wﬁwa)g falls 6(1* = —37

(c¢). Die Untergruppe H von ./V, die von den h,, a € A erzeugt wird, wird durch die
folgende Relation prasentiert:

*

_ _ —(—1)B«
(HL) (o gt =g T

Beweis. Die Elemente z, erzeugen nach Relation (W1) eine zentrale Untergruppe

von N, die nach Lemma 3.11 bereits ker(r) ist. Die Relationen (W1) und (W1°) sind

_1)\Ba™ _ ,Boz*
dquivalent, denn wegen Zentralitit der z, = h? ist hiwé D h? = wé D™ und

damit
(W) & w; he = how; T & hawghyt = W2 b2 o (W1).
Die Relationen (W1) bzw. (W1’) spezialisieren sich insbesondere zu

{hawg = wgh, falls Ba* gerade,

howg = wﬁ_lha falls fa* ungerade.
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Unter der Relation (W1’) sind auch (W2) und (W2’) aquivalent:

af* =pa* =0: (W2)=(W2);
af* = fa* = —1: (W2) & wawswy he = wgwy wy h
E WaWpWa = wew, hawpg
& (W2);
Ba* = =21 (W2) & wawawsw,  he = wowsw], ' wsh,
& WWaWRW, = wawﬁwglhaw,g
& (W2');
pa* =-3: (W2) < wﬂwawﬂw_lwgl w? = wawﬂw_lwglwawglw_lwi
& WWaWRW,, ) aWaWq = WaWRW,, lwﬁ wawﬁlh
E WHWAWWLWEWe = WaWEW,,  haWawaws

& (W2).

Zweimaliges anwenden von (W1’) liefert

- - 1-(=1)p" 2(1—(~1)%")
wBQhawg = wﬂlhawgwﬁ = hahﬂ ,

damit ist Aussage (c) bewiesen.

An Relation (W3) sieht man, dass die z, die Gruppe ker(7) erzeugen. Nun ist aber
sogar ker(m) von z, fiir eine lange Wurzel « erzeugt, denn aus [hy, hs] = hﬁ—ma -1 _

_(_1)eB*
he (Y folgt, dass bei Existenz eines f € A mit Sa* ungerade schon zé = e, fiir

aff* = —2 sogar zg = e und fiir f* und Ba* beide ungerade z3 = z, gilt. Wenn
A nicht symplektisch ist, ist also z, = e oder z2 = e, in jedem Fall aber erzeugt z,
bereits ker(r).

Also: ker(7) ist zyklisch und im nicht-symplektischen Fall von Ordnung < 2.

Behauptung: Fiir A symplektisch ist ker(7) von unendlicher Ordnung.
Die Relationen (W1’),(W2") liefern eine Prisentation der Abelianisierung von A/, man
sieht daran, dass fir a € A die lange Wurzel das Element w, € N unendliche
Ordnung hat (denn es gibt keine Relationen in der Abelianisierung, die die Ordnung
eines Elements beschrénken), also auch schon das Element w,, € N.

Behauptung: Fir A nicht symplektisch ist ker(7r) von Ordnung 2.
Die Strategie dieses abschliekenden Beweisteils ist, eine Erweiterung A von N mit
Kern von Ordnung 2 zu definieren, sodass A die gleichen Relationen wie N erfiillt,
also isomorph ist. Dazu geniigt es, Wurzelsysteme mit Wurzeln gleicher Lange zu
betrachten, da der allgemeine Fall dann mit Lemma 3.38 folgt. Wir definieren zuerst
cine Erweiterung ' von H und dann A als Normalteiler in Aut(H’ x W). Die grokte
Arbeit steckt im Nachrechnen der Relationen (W1’) und (W2’) fiir dieses A.

Sei also H’ erzeugt von Elementen ¢, fiir « € A unter den Relationen

, _ 1—(—1)Ba"
(H1) Va,f e Aiti=e,  t5latg=taty .
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Damit ist H' “2="% % eine zentrale Erweiterung mit Kern von Ordnung 2. Nun

definieren wir Automorphismen 0, € Aut(H’) fiir jedes @ € A als Fortsetzung von
tg s ot~V VD),
Diese 0, erfiillen §2 = Ad(t,), denn (mit der Notation Ad(z)(y) := zyx"')

07 (t5) = tat IO pE (1) = tat0 = ¢,
= 0,16, (tg)) = LotV = 1Mt

nach (H1'). Damit ist also 6,2 = Ad(¢;!) und somit 62 = Ad(t,).

Die Relationen (W1) und (W2) fiir die Automorphismen 6, (anstelle w,) lassen
sich mit einigem Aufwand ohne Schwierigkeit nachrechnen.

Nun definieren wir fiir jedes @ € A einen Automorphismus

M T X W T X W, (1.0) {(9a(t),aaa) falls [(0,0) > (o),
(0u(tty),000) falls l(0,0) < (o).

Wir bezeichnen die von den \,, o € A erzeugte Automorphismengruppe von H x W

mit A.

Es ist A2(t,0) = (tat,0), denn 0,0,0 = 0 und O4(tot) = t404(t). Ahnlich rechnet
man nach, dass N2\ ? = AE{UBQ , also erfiillen die A, die Relationen (W1’) und
bilden einen Normalteiler in Aut(H' x W). Dieser ist zu H’ isomorph. Wenn nun auch
noch die Relationen (W2") erfiillt sind, ist A isomorph zu A" und wir sind fertig.

Sei fir A’ := {a, f} C A nun W' C W die von den 0,05 erzeugte Untergruppe.
Nach Definition von \,, Az erfiillen diese (W2’) genau dann, wenn sie (W2’) auf
{e} x W' C H' x W erfiillen. Dabei sind nur noch die Fille A’ = A; x A; und A’ = A,
zu untersuchen.

Im Fall A" = A; x A; treten nur die Situation fa* = 0 = af* (fir 8 # +«a) und
die Situation fao* = —2 = af* (fir f§ = —«) auf. Man rechnet dann direkt nach, dass
Mg = AgAq bzw. (AaA_0)? = (A_ada)?

Im Fall A" = A, tritt nur die Situation fa* = —3 (fiir —f # « einfache Wurzel) auf.
Es ist dann a8* = —1 und man rechnet direkt nach, dass (AoAg)® = (A\gAy)? ist. O

Lemma 4.24 (Matsumoto, 6.5).

(a). Fir jede einfache Wurzel o € A gibt es 6, € Aut(H) sodass

Oola =idy und VB € A : O4(hs(t)) = ha(t)ha (127,
(b). Der Automorphismus 0, induziert via o : H — H auf H den durch wo(—1) € N
definierten Automorphismus Ad(wa(—1)) = Ad(wa (1)) = Ad(w. (1))~ .
(c). Die 6, und die 0" erfiillen die Relationen (W1), (W2) und (W3).

(d). Fiir jede einfache Wurzel o € A ist 62 = 0% = Ad(ha(—1)).
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Beweis. Man definiert Abbildungen 6, durch 6, (hs(t)) := hs(t)ha(t*?") und rechnen
nach, dass dies zu einem Gruppenhomomorphismus fortsetzt, sogar zu einem Auto-
morphismus. Die inversen Automorphismen 6! operieren dann durch ;' (hs(t)) =

() ha(t=57).

Wir stellen noch fest, dass cq(u,v*?") bilinear in u, v ist, fiir alle a, 3 € A.

Behauptung: Die le(ﬁﬁ(t)) erfiillen die gleichen Relationen wie die Eﬁ(t).

Damit ist klar, dass 6, ein Automorphismus ist und dass 6, auf A die Identitét ist.

Um (b) zu zeigen, betrachten wir (6, (hf;( ) = hs(t)ha (%), welches mit
Lemma 4.13, (f) gleich w, (1)hg(t)w, (1)~ ist.

Fiir (c¢) betrachten wir zunéchst (mit c¢(x,y) = c(z, —zy))

01 (ha(t)) = ha()ha(t™?) = calt, ) ha(t™") = ha(t™),
0,2 (ha(u)) = hg(w)ha(u™" Yho(u")
hg(u)ea(u™ , u®) = hg(u)ea(w™"", ~1)
ha(u)ea(=1,u"") = ca(=1,u"")hg(u)
(=D hs(u)ha(—1)"hs(u) " hs(u) = ha(—1)hs(w)ha(—1)"".

Also ist 622 = 62 = Ad(ha(—1)) und somit gilt

«

Ad(Bra(—=1)) (05(Ad(Ra (1)) (s (w)))) = 052" (R ()

(W1) — B2ofy002 =05V
Ad(ha(=1))(Ad(ha(=1))(hs(u))) = hs(u)
(W3) — ¢! =id.

Fiir (W2) muss man noch etwas arbeiten, wir zeigen dquivalent (W2’). Der Fall
pa* = —3 tritt in den von uns betrachteten Wurzelsystemen nicht auf, wenn wir die
Einbettungen aus Lemma 3.38 verwenden und die Aussage fiir Wurzelsysteme vom
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Typ Gs, Fy und B,, folgern aus der hier bewiesenen fiir A,,, C,,, D,,, Eg, E7, Ey. Fir
Ba* =0 ist

0.1 (05 (s () ) = oy () (= Y (™)
und damit (W2’) erfiillt. Fiir fa* = af* = —1 ist
ha(t™*7")
’ 7*)E (" ha(t")

(Bab0a) ™" (e (1)) = (830a) " (I (2)
(

(
— 0" (hy (t)hs(t
t~

= Ty (Oha(t7 Vgt Yot Va7 Vg (t= 7 Yha(t777)
= Iy (a7 Vg (7 Y ep(=1,8777)

= Ty (Rt Yo (7 e (< 1,897)

= (030a05) " (s (£))-

Fir fo* = —2 miissen wir (6, 95) (% (1) = (05%)2(%7@)) zeigen. Dazu betrachten
wir fiir ¢ € k* die Menge {hq (t’)hg( 7) | 4,7 € Z} und stellen fest, dass sie in H eine

Untergruppe bilden, die wir mit H( ) bezeichnen. Diese Gruppe ﬁ,(t) ist abelsch,
denn nach Lemma 2.40 ist ¢, (+t%,¢¥) =1 fiir alle ¢, j € Z und alle v € A und somit
fir alle 7, j,k,l € Z

R (EYVhs (D) ho ()Y hg (1) = ho (857 g (12010,
Es lassen 6, und 65 die Mengen ﬁ/(t) und E,(t)ﬁ/(t) invariant, also
(0a05)%(ho () = oy ()R, und (050,)* (hy(t)) = ho ()

mit Elementen 1}, k), € IjI,(t). Da ¢ 06, = Ad(w,(—1)) o ¢ (nach Aussagenteil (b)),
ist (1)) = ¢(h,). Nun ist allerdings die Einschrinkung von ¢ auf ﬁl(t) injektiv, da
¢ genau die Kommutatoren der h,(t) auf 0 abbildet und ﬁ/(t) abelsch ist. Also ist
bereits 7 = hl, und somit (6,05)% = (630,)2, also ist auch (W2’) vollstindig gezeigt
und damit auch Aussagenteil (d). O

4.3.4. Die zentrale Erweiterung des Normalisators

Definition 4.25. Sei N/ erzeugt von w, fiir @ € A unter den Relationen (W1) und
(W2) und H C N die von den hy := (@,)? erzeugte Untergruppe. Sei weiter H die
n Abschnitt 4.3.2 konstruierte Erwelterung von H. Wir lassen N auf H operieren
via Wa.(hs(t)) := 04(hs(t)) fiir & € A (das geht nach Lemma 4.24 (d)), und bilden
das semidirekte Produkt N* := H x A. Wir nennen die kanonische Projektion
p*: N* — N.

Lemma 4.26 (Matsumoto, 6.6).

(a). Es gibt j : H — H sodass fir jede einfache Wurzel a € A gilt: j(l~z ) = ha(—1).
Die Elemente h]( )b fiir h € H bilden einen Normalteiler J < N*.
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(b). Sei N := N*/.J. Dann ist H isomorph zu einem Normalteiler von N und N ist
eine zentrale Erweiterung von N durch A:

ASNEN

mit p(ha(t)) := hao(t) und p(p*(wWy)) := wa(—1) fiir o € A. Setze

Va € A, Wt € kX Wa(t) = ha(t)p* (W) ",

dann, ist p*(Wa) = Wa(—1) und Wa(t)™" = Wa(—t).

Beweis. Der Homomorphismus j lésst sich zunéchst auf den Erzeugern h € H fiir

a € A definieren als j(ha) := ha(—1), damit er auf 7 auch deﬁnlert ist, muss er die
Relationen (H1) erfiillen, also [h2!, h hg '] auf das selbe Bild wie hﬁ D" abbilden. Es
ist
%1_(_1)&!* ~)1Id, fiir Ba* gerade,
5 =<~

h%, sonst,
andererseits ist nach Lemma 4.22

*

[a(=1) " a(=1) 71 = ca((=1)7, =1) = h((=1)"*")hs(=1),

was fiir fa* gerade genau Id ist, ansonsten hg(—1)2. O

4.3.5. Die zentrale Erweiterung der Gruppe G(k)

Jetzt definieren wir eine zentrale Erweiterung £ — G(k), die die zentrale Erweiterung
A — N — N zum Kozykel ¢ € S(k*, A) fortsetzt. Dazu wird die Bruhat-Zerlegung
von G(k) verwendet.

Definition 4.27. Sei v : G(k) — N die Projektion auf den Normalisator, die von
der Bruhat-Zerlegung aus Lemma 3.14 her kommt. Wir betrachten den Pullback
S = G(k) xy N C G(k) x N, also haben wir ein kommutierendes Diagramm von
Mengen (nicht von Gruppen!)

|-

G(k) —

Nun definieren wir Transformationen S — S:

vh € H: A(h)(g,71) == (p(h)g, hin),
Vu e U' : Mu)(g,n) := (ug,n),
Va € A: A(g,n) := (wa(—1)g, Xn).
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wobei eigentlich X = 7(w,(—1)g)7(g) ! sein soll, da es g hier nicht gibt, wir jedoch
definieren miissen

Yo Euva(—l) falls v(wa(—1)g)
ho(t71)  falls v(wa(—1)g)

wa(—=1)v(g),
ha(t~")v(9).

Die von {\, | @ € A} erzeugte Gruppe von Automorphismen von S nennen wir A.
Schlieflich nennen wir die von A(H) UA(U™) U A erzeugte Gruppe E.

Proposition 4.28. Nach Konstruktion haben wir Isomorphismen
A H =5 MH) und A : UT =5 MNU™).

Die Untergruppe A C H ist als MA) C E zentral in E, denn sie operiert (via \) nur auf
dem N-Faktor von S, und in N ist A zentral. Somit operiert E auf dem Bahnenraum
von A(A), wobei der Bahnenraum via p zu G(k) isomorph ist, da jeder Reprisentant
ciner Bahn die gleiche G(k)-Komponente hat (wiederum, da A(A) nur auf dem N-
Faktor von S operiert). Insgesamt operiert also E auf G(k) via Linkstranslationen, was
kanonisch eine Abbildung 7 : E — G(k) liefert (auf der Identitdt operieren lassen).

Es fehlt noch ein Bestandteil, um eine zentrale Erweiterung A — E — G(k) zu
erhalten: Wir miissen zeigen, dass der Kern von 7 : E — G(k) genau A(A) (also auch
isomorph zu A) ist. Dann wollen wir aukerdem noch sehen, dass der Steinberg-Kozykel
von E mit dem vorgegebenen iibereinstimmt. Wir werden diese letzten Behauptungen
beweisen, indem wir die Frage auf den Rang < 2 Fall zuriickfiihren.

4.3.6. Reduktion auf den Fall G von Rang 1 oder 2
Lemma 4.29 (Matsumoto, 6.7).

(a). FirheH undue U ist \(B)Mu)Ah)™! = A (gp(%)ugp(%)*)
(b). Setze fiir alle a € A: UF := U Nwy(1)UTwa (1), dann ist
Ul = wo (DU wa (1™ und  Yu € UF : A" A (u) Mg = Mwa (1uwa (1)7h).

(c). Fiir jede einfache Wurzel a € A ist A2 = N(ho(—1)).
(d). Fiir jedes a € A und h € H ist \7'AN()Aa = MW (1)hiva(1)71).
Beweis. Sei (g,n) € S beliebig. Dann ist
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und somit (a) gezeigt. Fiir (b) rechnet man nach, wenn v(w,(—1)g) = wa(—1)v(g):
(A1

o« Mw)Aa)(g,7)

=(Aa M) (wa(=1)g, Wa(— 1))
=\ (uwa(—1)g, Wa(—1)7)
=(wa(—1)" uwa(—1)g, M)
=A(wa(=1) " uwa(=1))(g, )
=\wa(Luwa(1)~")(g,7)

und fiir v(we(—1)g) = hao(t v (g) analog:
(Aa M) Aa)(g, 7)
=AM w)) (wa(=1)g, ha(t™)7)
=2 (uwa (= 1)g, ha(t)70)

=(wa (1) uwa(—1)g,7)
=A(wa(uwa(1)71)(g, 7).

Fiir (c) zeigen wir

)‘2(975) = (ha(_l)ga ha(—l)ﬁ) = )\<hoz(_1))(gaﬁ)7
indem wir v(w,(—1)%g) in den zwei nach Lemma 3.14 (d) mdglichen Féllen berechnen:

Fall 1: v(wa(—1)g) = wa(—1)v(g), damit v(wa(—1)%9) = wa(—1)v(we(—1)g) und
somit

Aa(9,7) = Aa(wa(=1)g, Wa(—1)7) = (ha(—1)g, Wa(—1)"7).

Fall 2: v(wa(—1)g) = hao(t71)v(g), damit v(we(—1)%g) = ho(—t)v(wa(—1)g) und somit

Ai(g,ﬁ) = )‘a(wa(_l)gv%a(t_l>ﬁ> = (ha(_l)gv%a(_t)ha(t_l)ﬁ)‘
Dabei bemerken wir noch fig(—t)ha(t ™) = ha(=1)ca(—t,t1) = ho(—1).

In beiden Féllen gelangen wir also zum behaupteten Ergebnis und damit zu (c¢). Damit
kénnen wir nun A berechnen, denn A, = A;'\2, und somit gibt es zwei Fille:

Fall 1: v(wa(—1)g) = wa(—1)v(g), dann ist X\, (g, 1) = (wa(1)g, Wa(1)7).
Fall 2: v(wa(—1)g) = ha(t™")v(g), dann ist A7'(g, 7)) = (wa(1)g, ha(—)"'70).

Fiir (d) geniigt es, die Aussage fiir h = ﬁg(s) mit f € A und s € kX zu zeigen.
Wiederum unterscheiden wir die zwei Félle:

Fall 1: v(wa(—1)g) = wa(—1)v(g), dann ist

A AT () Aa(9,7) = (wa(1)hs(5)wal=1)g, Ta(1)hig(s)Ta(~1)7).
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Fall 2: v(wa(—1)g) = ho(t™1)v(g), dann ist

v(wa(Dhs(s)wa(=1)g) = ha(t™'s*) v (hs(s)wa(=1)g)

ha(t
ha(t71 ™ Yhs(s)ha(t™)w(g),

also
A" AR () Xalg,7) = (wa(1)ha(s)wa(—1)g, ha(t"s*7)  hg(s)ha(t™ 7).

In H gilt nach Lemma 4.13 (¢)

(s ha(t ™5™ Vhg(s™) ™ = ha(s* t 757 ) ho(s7).

Damit berechnen wir

ha(t71sP )™ = hg(s™) T ha(s™ P Vho (1) T ha(s™h),

also auch

—hg(s)cs(s, s ) hals P Vha (™) Fes(s, s ot

=

und es folgt endlich
Ax As(8))Aa(9:70) = (wal(L)hs(s)wa(~1)g, Ta(Dhs(s)Ta( D). O
Lemma 4.30 (Matsumoto, 6.8).

(a). Sei G von Rang 1. Dann ist E eine zentrale Erweiterung von G(k) durch \(A)
und der Steinberg-Kozykel cg von E st bereits \ o c.

(b). Sei G von Rang 2. Dann erfiillen Ay, g bereits (W1) und (W2).
Dieses Lemma werden wir erst in Abschnitt 4.3.7 beweisen.

Definition 4.31. Sei A’ C A ein Unterwurzelsystem und G'(k) C G(k) die Unter-
gruppe, die von {z,(t) |t € k, £a € A’} erzeugt wird. Dann legen wir folgende
Bezeichnungen fest:

Ut =G'(k)nU", H :=G'(k)N H, N’ :=G'(k)N N,
S = p Y G (k)), H =o' (H), N = o 1 ().
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~1/

Lemma 4.32 (Matsumoto, 6.9). Sei E' C E die von A(H), N(U'"), {N\g | B € A}
erzeugte Untergruppe. Dann lasst E' schon S" stabil und operiert effektiv auf S'.

Beweis. Es ist nach Definition der Operationen A klar, dass p(\N'(s')) € G'(k) fiir jedes
N € E' und jedes s’ € S’. Wir betrachten nun den Quotienten G(k)/G'(k) und darin
eine beliebige Klasse g. Nach Proposition 3.15, (a) und (c) gibt es in der Nebenklasse
7 = G'(k)g ein Element g, sodass fiir alle ¢ € G'(k) bereits v(¢'g1) = v(g')v(g1). Wir
wihlen ein 77, € N mit ¢(7;) = v(g1) und definieren eine Abbildung 7(g1,71) : $' — S
durch 7(¢g1,m1)(¢',7) := (¢’g91,n'n1). Das Bild von 7(g1,n1) ist die Bahn von E’
durch (g1,m1), welche natiirlich von E’ stabilisiert wird. Fiir Erzeuger ¢ € E’ ist
also e o7 = 7 oe auf §'. Wenn also ein ¢’ € E’ trivial auf S” operiert, so auch auf
7(g1,71)(S"), damit also auf jeder Bahn und somit operiert ¢ iiberall trivial. O

Lemma 4.33 (Matsumoto, 6.10).

(a). Wenn A" = {a} C A, so ist die Untergruppe E' C E eine zentrale Erweiterung
von G'(k) mit A\(A) und X o ¢, ist der Steinberg-Kozykel von E' in «.

(b). Die Elemente \, € E, o € A erfillen die Relationen (W1) und (W2).

Beweis. Aus Lemma 4.32 wissen wir, dass fiir A’ C A bereits £ auf S’ operiert; nach
Lemma 4.29 wie E auf S fiir das Wurzelsystem A’. Mit Lemma 4.30 folgt dann die
erste Aussage.

Fiir A\, und Ag konnen wir annehmen, dass {«, 8} entweder ein Rang 2 Wurzelsystem
oder A; x A; ist, womit die Eigenschaften (W1) und (W2) fir \,, Ag wiederum aus
Lemma 4.30 folgen, schlieflich fiir ganz A. m

Lemma 4.34 (Matsumoto, 6.11).

(a). Der Isomorphismus A : H —= A(H) lisst sich fortsetzen zu einem Monomor-
phismus X : N — E mit N(wa(—1)) = Ay fiir « € A. Der Quotient A\(N)/A(H)
15t isomorph zur Weylgruppe W'.

(b). Sei A\, € A(N) ein Reprisentant von o € W. Wenn a und o(«) positive Wurzeln
sind, so gilt in B: A MU' = N(U7@),

(c). E=U,ew NUTD)ANHE)ANUT) wobei {\, | 0 € W} ein System von Reprisen-

tanten von o0 € W als A\, € A(N) ist.

(d). Der Kern von w: E — G(k) ist nur A\(A). Fir jedes a € A ist der Steinberg-
Kozykel der zentralen Erweiterung E von G(k) gleich Ao c,.

Beweis. Nach Lemma 4.29 ist A(H)NA die von den A2 fiir « € A erzeugte Untergruppe
in A. Da die A, nach Lemma 4.33 die Relationen (W1) und (W2) erfiillen, kénnen wir
Satz 3.10, Lemma 3.11 und Lemma 4.23 anwenden, wonach die von den A, erzeugte
Gruppe A modulo der von den A2 erzeugten Gruppe A(H) N A isomorph ist zum

Quotienten N /H = N/H = W.
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Aus Lemma 4.29 (c) und (d) folgt nun, dass die Abbildung N — E, die ein
il = Wa(—1)"'hiia(—1) abbildet auf A-*A(h)A, eingeschriinkt auf H der Isomor-
phismus A : H — A(H) ist. Ausserdem ist diese Abbildung N — E ein injektiver
Gruppenhomomorphismus, da jedes A\, nur von w,(—1) getroffen wird. Der Quotient
A(N)/A(H) ist isomorph zu W, da er die gleiche Prisentation zulésst, damit ist (a)
gezeigt.

Fiir (b) betrachten wir zunéchst den Fall (o) = 1, also 0 = o fiir § € A. Fiir
u € U ist dann nach Lemma 4.29 (b)

AsA(W)A5" = Nws(1)uwg(1)~") € U,

Analog gilt das auch fiir u € U?#®) damit ist der Fall gezeigt. Fiir I(¢) > 1 verwenden
wir eine vollstdndige Induktion tiber (o), deren Induktionsanfang wir gerade gezeigt
haben. Der Induktionsschritt besteht nun nur noch darin, A\, als Produkt AgA, zu
schreiben mit I(o) < I(0).

Um (c) zu zeigen, betrachten wir, wie sich (J oy (A(U*)/\(ITI)/\U/\(UJF)) unter

Linksmultiplikation mit den Erzeugern A\(h), A(u), A, verhdlt. Wenn die Vereinigung

stabil unter dieser Multiplikation ist, ist es bereits ganz E. Fiir A(h) und A(u) ist dies
klar, fiir A\, machen wir folgende Uberlegung: Sei ¢ € W, dann ist

AAUDANE)AANUT) = MUDDANE) AN T)AANUT).
Wenn nun ¢ 'a € &, so folgt aus Aussagenteil (b):
AU Ay = AU ).

Setzen wir ¢’ := 0,0, so erhalten wir daraus

AAUDNH)AANUT) C AU DA AAU).

Ist hingegen 0 'a ¢ ®T, 50 ist 0’a € ®T und somit (nach Lemma 4.29 (a) )

o~ ~o

AU CAUDAEY) U AUAEINANU).
Insgesamt sehen wir also, dass
AU AN AU C (A(U*))\(ﬁ))\g)\((ﬁ)) U (A(U+)A(ﬁ)AC,/A(U+)) ,

und damit ist (c) gezeigt.

Damit nun ein Element aus F trivial auf S operiert, also im Kern der Projektion
7 auf G liegt, muss es in A(H) liegen, da wir nach (c) bereits wissen, dass es in

einer der Mengen N(UT)A(H)AA(U™) liegt, und die Elemente aus A(U™) sowie die
A, nicht-trivial operieren. Damit bleibt nur noch die Teilmenge A(A) C A(H), die
samtlich trivial operiert. Also ist ker(m) = M(A) ~ A. Aus Lemma 4.33 (a) folgt, dass

Ao ¢, genau der Steinberg-Kozykel von E — G(k) zu der Wurzel « ist. [
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4.3.7. Der Fall G von Rang 1 oder 2

Bemerkung 4.35. Im Falle, dass G bzw. & von Rang 1 oder 2 ist, geniigt es, ¢ €
{A;, Ay, Cy} zu betrachten, da dies die einzigen Wurzelsysteme sind, die als Rang
1 oder 2 Unterwurzelsysteme der von uns nach Lemma 3.38 betrachteten in Frage
kommenden sind.

Um zu zeigen, dass E einfach transitiv auf S operiert, betrachten wir eine andere
transitive Operation auf S und zeigen danach, dass £ mit dieser kommutiert.

Definition 4.36. Sei ¢ : S — S definiert durch «(g,n) := (¢~',n~!). Dann ist ¢ von
Ordnung 2. Setze E* := (E1, dann operiert E* transitiv auf S. Seien weiter

p(h) == tA(h)e, p(u) == tA(u)e, Po 1= Ao, fir he H, ue U*, a € A.

Lemma 4.37 (Matsumoto, 7.1). Seien o, 5 € A gegeben. Dann gelten:

(a). Die Elemente von \(H) und von N(U') kommutieren mit den Elementen von

E*, die Elemente von p(H) und von p(U") kommutieren mit den Elementen von
E.

(b). Seien a, B € A. Wenn N\, mit pg kommutiert, so kommutiert auch p, mit \g.
(¢). Fir jedes £ € NH)UNUF)Up(H)Up(UF) ist (A3 psdap;')e = e(Na' psdars ).

(d). ]I?/Venn A;lp@)\apgl ein Element s € S fix ldsst, so ldsst es auch \ys und p/gls
.

Beweis. Die Elemente von p(H) und von p(U™) kommutieren mit den urspriinglichen

Erzeugern von E, denn ¢A(h)e und tA(u)e operieren durch Rechtsmultiplikation auf

S, die urspriinglichen Erzeuger hingegen durch Linksmultiplikation. Entsprechend

operieren die urspriinglichen Erzeuger von ¢E¢ durch Rechtsmultiplikation auf S, die

A(h) und A(u) hingegen durch Linksmultiplikation. Damit ist (a) gezeigt.
Angenommen, dass \opg = pgAa, also

AalAgl = LAgLA,
dann konnen wir durch Links- und Rechtsmultiplikation mit ¢
LAGLAG = AglAgl
erhalten, da (? = id ist. Das ist aber genau die Aussage
Pas = ApPa;

damit ist (b) gezeigt.
Fiir (c) betrachten wir zunéchst e € A(H) U A(U;}), dann ist

(Mapzeapz )= XaeAs! = (05 Aa)e(p5 Aa) ™,
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4.3. Matsumotos Beweis

denn nach (a) ist pglsplg = p/glpge = ¢ und A\,e\;! € E. Damit ist nun

(Ao psrars e psAars ) T =008 Aaps Eps A PG Aa
=" 08 05 AaENL 8 P Aa
=M AagA A, =€

Nun betrachten wir den Fall € € p(H)U p(U 4 ), dann ist mit einer analogen Uberlegung
(p5' Aa)e(p  Aa) ™ = p5'eps = (Napz )e(Aapp '),

und wiederum analog erhalten wir daraus

(A2 psraps e(Ay psraps') ! = ¢

Damit ist (c) gezeigt.
Wenn fiir ein s € S die Voraussetzung von (d) erfiillt ist, so ist

Aabg's = pg Aas,
also folgt mit Lemma 4.29 (c) und Lemma 4.37 (a)
)\apgl)\as = )\ipgls = pgl)\is,

p/gl/\apgls = p§2)\as = )\apEZS,

und damit sehen wir
/\glpﬁ)\apglx\as = A;lpgpgl)\is =\ '0\2s = Ay
bzw. analog
A2 Psaps P55 = A0 0505 Nas = AL 05 Aas = A Aap s = pts
womit schlieklich auch (d) gezeigt wére. O

Lemma 4.38. Fir o, € A kommutieren A\, und pg, d.h.
Vs € S 1 Aapps = ppAas.

Beweisanfang. Es gentligt nach Lemma 4.37 (c), diese Aussage fiir s € S; nach-
zurechnen, wenn S; ein Reprisentantensystem der Bahnen der Gruppenoperation
von A(US)AH)p(H)p(Uy) auf S ist. Deshalb errechnen wir uns zunéchst mit der
Bruhat-Zerlegung so ein Reprasentantensystem Sj.

Sei 0 € W in reduzierter Darstellung gegeben als o = [[", s,, mit m = [(0). Wir
definieren

w(o) = Hwai(l) eN, (o) := Hwaiu) eN.

Da die w, (1) bzw. w,(1) fir @ € ® nach Lemma 3.11 bzw. Lemma 4.23 und Lemma 4.26
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4. Matsumotos Satz

die Relationen (W1) und (W2) erfiillen, sind w(o) und w (o) nach Proposition 3.13
wohldefiniert. Nun ist klar, dass jede Bahn der Gruppe M(UJS)A(H)p(H)p(Uy) ein
Element s € S der Form

s = (za(uw)w(0o)zs(v), w(r))

mit ¢ € W und u,v € k enthélt, sodass wir also S; als die Menge aller solchen s

definieren.
Wir zeigen fiir s € S; die dquivalente Aussage )\apgls = pgl)\as, also

Mot (Talw)(0)25(v), B(0)) = p5'Aa (alu)w(o)as(wv), (o).

Diese Rechnung lasst sich explizit fiir die Wurzelsysteme A, As und Cy durchfithren.
Bevor wir dies tun, bendtigen wir noch eine Proposition und ein Lemma.

Proposition 4.39. Sei ® € {Ay, Ay, Cy}, einfache Wurzeln o, f € ® und o € W(P)
gegeben. Dann gelten:

(a). Wenn o(B) £ +a, dann ist
(040) — 1(0) = l(0uoas) — l(0os),
l(o05) — 1(0) = l(0a00s) — 1(0a0).

(b). Wenn o(B) = *a, dann ist 005 = 040,

(c). Wenn o(B) = —a, dann ist auferdem (cos) = (o) — 1.

Fiir jede Aussage ist eine Fallunterscheidung fiir ® € {A;, A, Co} sowie fir « =
oder a # 3 vorzunehmen, dann folgen die Aussage durch explizite Rechnung mit den
Elementen der entsprechenden Weylgruppen aus Beispiel A.1 und Beispiel A.2.  §

Lemma 4.40 (Matsumoto, 7.2).
(a). Wenn c € S(k*,A), so ist fir alle u,v € k™ mit 1 —uv # 0:

clu™, (v—u ) =c((u—v )t v,

(b). Seien a, B € A und o € W, sodass o(5) = a. Dann ist fir allev € k, t € k*:

w(o)rg(v)w(o) ™ = z,(v)  und @(J)Eﬂ(t)ﬂ?(a)_l = ha(t).

Beweis. Aussagenteil (a) ldsst sich wie im Beweis von Lemma 4.16, Behauptung (e)
beweisen, wenn wir die durch ¢ definierte Erweiterung von Rang 1 betrachten.

Fiir Aussagenteil (b) machen wir eine Fallunterscheidung. Wir betrachten zunéchst
den Fall « = 8 und o = id, fiir beliebige Wurzelsysteme ®, denn dann ist nichts zu
zeigen. Die anderen Falle sind der Fall o = 3, 0 = 0,040, fiir ® = (5, wobei 7 die
andere einfache Wurzel neben a bezeichnet, und der Fall a # 3, 0 = 050, fiir & = A,.
Fiir die Aussagen w(o)zs(v)w(o)™! = z,(v) lasst sich in beiden Fillen Lemma 4.4,
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4.3. Matsumotos Beweis

Teil (b) auf die triviale Erweiterung G(k) — G(k) anwenden. Es bleiben also noch die
folgenden zwei Aussagen zu zeigen:

(1) Fiir & = C, : ﬂ?(crvaaaz)ﬁa(t)ﬁ)(avaaaw)_j = ha(t),
(IT) Fir & = A, : W(0504)hs(t)0(050,) " = ha(t).

Fiir Teil (I) rechnen wir: w(0,04,0,)ha(t)W(0,040,) "

=0y (1)Wa (1) Wy (1) ha(t) (1) ™" e (1) (1)
=10 (1) (1) ha () ey (77 )i (1)~ 0, (1)
=i(1) Wa(1)ha(t)a(1) ™ Ba(1)hy (7 )iia (1) ! @(1) 7
=0y (1) ha(t™) By (77 Yho (727 7") @, (1)
=ty (1) ha(t™ ) ha(t?) hy(t77") @y (1)

=ty (1) ho(t) hy(t77°) @, (1)

=ha(t) hay(t77%7) B ()

=ha(t) ey (8777, 47°7)

=ha(t) cal(t,t=07 701

=ha(t) calt,t™2)7"

=ha(2).

—Ta(t). O

Bemerkung 4.41. Im Artikel von Matsumoto besteht Lemma 7.2 aus den Aussagen
von Proposition 4.39 und Lemma 4.40.

Nun konnen wir endlich abschlieflen mit dem

Beweis von Lemma 4.38. Wenn o(5) # +a, so ist fiir g := z,(u)w(o)xs(v) nach
Lemma 4.4 (b), angewandt auf die triviale Erweiterung G(k) — G(k):

v(g) =w(o), v(gws(—1)) =w(o)ws(1)™",

v(wa(—1)g) = wa (1) 'w(o), v(wa(—1)gws(—1)) = wa (1) w(o)ws (1)
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4. Matsumotos Satz

und somit direkt

(wa(_1)g>_1’/(wa(_1)gwﬂ(_1))
(wa(=1)gws(—1))v(gws(—1)) 7",

woraus wegen s = (g, w(o)) durch das Einsetzen der Definition von A, und ps direkt
folgt, dass

14
v

Aa(p5'(5)) = p5" (Aa(s))-

Wenn () = a ist, wissen wir aus Lemma 4.40 (b), dass w(o)zg(v) = z4(v)w(o)
ist, also kénnen wir v = 0 annehmen, d.h. ¢ = z,(u)w(c) mit v # 0. Dann ist

v(gws(—1)) = v(g)ws(1) ™! und v(wa(—1)gws(—1)) = ho(u)v(gws(—1)), daher mit
Proposition 4.39 (b)

7 (Aalp5'(9:0(0))) = ha(u ) (0)hs(~1)@s(1) = ha(u")ha(~1)@(00p).

Auf der anderen Seite ist

Mit Proposition 4.39 (b) folgt also

Aa(p5'(5)) = p5' (Aa(s)).

Wenn o(f) = —a ist, und uv(l — uv) = 0 ist, also uv = 0 oder uv = 1, so kénnen
wir uns mit Lemma 4.37 auf den vorigen Fall zuriickzichen. Sei also ¢(3) = —a und
w(l —wuv) # 0 und g = z4(u)w(o)zg(v). Dann haben wir

gws(=1) =za(w)w(oog)zs(—v ) ws(1)hs(v)zs(—v7")
=za(u— v )w(o)hs(v)zs(—v7").

Damit sehen wir

7 (Malp5 (9. @(0)))) =ha((u — v~ @ (o) hs(v)

=ha((u— v Dha (v )@ (0),
auf der anderen Seite

7 (05" Malg, @(0)))) =ha(u™)@(0)hg(v — u™)
=ha(u Dha((v — w1 Ha(0).

Mit Proposition 4.39 (b) folgt also auch hier

Nal31(5) = 03" (als)). =
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Lemma 4.42. Seien E, E* zwei Gruppen, die auf einer Menge S transitiv operieren
(d.h. fir alle s1,85 € S gibt es e € E und e* € E* sodass e.s; = sy und e*.s1 = $3)
und effektiv operieren (d.h. fir jedes e € E mit e # id und jedes e* € E* mit e* # id
gibt es s1,59 € S sodass e.s1 # $1 und €*.55 # s9). Wenn die Operationen miteinander
vertraglich sind (d.h. fir alle s € S und alle e € E, e* € E* ist e*.e.s = e.€*.s), so
operieren E und E* bereits einfach transitiv auf S (d.h. fir je zwei s1, 89 € S gibt es
genau ein e € E und genau ein €* € E* sodass e.s; = so und e*.s1 = $3).

Beweis. Seien eq, ey € EFund s; € S. Setze sy := e1.51. Wir nehmen an, dass e3.57 = $9
und zeigen damit, dass ey = e; folgt.

Sei s3 € S beliebig und sy := €] 'ey.55. Mit der Transitivitit der Operation von E*
kénnen wir e* € E* wihlen, sodass e*.s3 = s1 ist. Dann ist

1 1

sy = (") e.e] ey.83,

was wir mit der Vertraglichkeit der beiden Operationen dquivalent formulieren konnen:

sy = (") tertesetss = () Lerter.sy = (%) hsy = ss.
Also hilt e;'e; auch ss fest. Da wir s3 beliebig gewihlt haben, operiert e; e, als
Identitdt auf S. Da die Operation von E als effektiv vorausgesetzt wurde, ist e 'ey
bereits die Identitét. O

Abschlieffend konnen wir die Resultate dieses Abschnittes einsammeln.

Beweis von Lemma 4.30. Nun haben wir in Lemma 4.38 gesehen, dass die A\, € F
mit den pg € E* kommutieren, zusammen mit Lemma 4.37 wissen wir also, dass
jedes Element von E mit jedem Element aus E* kommutiert. Da F, E* transitiv und
effektiv auf S operieren, operieren sie also nach Lemma 4.42 einfach transitiv auf S.

Damit lasst sich nun auf S durch Wahl eines neutralen Elements eine Gruppen-
struktur definieren, sodass S ~ F ist.

Die Elemente w,(—1), o € A erfiillen (W1) und (W2), also erfiillen die A\, € E die
gleichen Relationen.

Im Rang-1-Fall ist nach Bruhat-Zerlegung von G(k) die Gruppe E gleich der
Vereinigung der A(UT)A(H) und der A(UH)AH)AN(UT). Damit ist ker(r : E —
G(k)) = A(A).

Wir setzen

£alt) = Aza(w)) und € o(0) = Aba(—u)A7",
dann ist fiir alle ¢t € k*:

wa(t) = a(t)éal—t1)Ea(t) = Mha(t)AS".

Nach den Lemmata 4.29 (a), 4.13 (¢) und 4.4 liefern £, und £_, die Isomorphismen
von k nach 7= 1(U®) und 7= (U~*) die zur Definition des Steinberg-Kozykels cg in «
relativ zu den x, und x_, herangezogen wurden. Damit ist cg = Ao ¢, = A o ¢, wobei
¢ der zu Anfang vorgegebene Steinberg-Kozykel ist. [
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5.1. Modellkategorien

In diesem Kapitel wird die Theorie der Modellkategorien im Sinne von Quillen [Qui67|
vorgestellt, wobei wir unter einer Modellkategorie stets das verstehen, was Quillen als
geschlossene Modellkategorie definiert, mit der kleinen Anderung, dass wir die Existenz
von funktoriellen fibranten und kofibranten Faktorisierungen sowie die Existenz aller
kleinen Limiten und Kolimiten fordern. Zur Theorie von Modellkategorien ist [DS95]
eine gelungene Einfiihrung. Als Referenz verwenden wir in diesem Abschnitt [Hir03].

Definition 5.1. Wir betrachten das folgende Diagramm in einer beliebigen Kategorie:

w—1- X

1//“ Hf,w " Nﬂ
71 .y

_—

Fiir Morphismen ¢, 9 wie im Diagramm definieren wir: Wenn fiir jedes Paar f, g der
Morphismus f existiert (sodass das Diagramm kommutiert), so hat ¢ beziiglich ¢ die
linke Liftungseigenschaft und 1 beziiglich ¢ die rechte Liftungseigenschaft.

Definition 5.2. Seien f : A — B und g : C' — D Morphismen in einer Kategorie.
Wenn es Morphismen A — C — A und B — D — B gibt, sodass das Diagramm

1(113

kommutiert, so nennen wir f einen Retrakt von g.
Das ist [Hir03, Definition 7.1.1, S. 108|.

Definition 5.3. Eine Modellkategorie ist eine Kategorie M mit drei Klassen von
Morphismen W, C, F' C Mor M (genannt schwache Aquivalenzen, Kofaserungen, Fase-
rungen), die folgende Axiome erfiillen:

M1 Die Kategorie M ist vollstdndig und kovollstdndig, d.h. enthélt alle kleinen
Limiten und Kolimiten.

M2 Sind f, g € Mor M sodass go f definiert ist, und sind zwei verschiedene Elemente
aus {f,g,g o f} schwache Aquivalenzen, so ist auch {f,g,g0 f} C W.
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M3 Sind f,g € Mor M sodass f ein Retrakt von g ist, so gilt fiir jede Klasse
K e {W,C,F} bereits ge K — f€K.

M4 Kofaserungen haben die rechte Liftungseigenschaft beziiglich Faserungen, die
zugleich schwache Aquivalenzen sind. Faserungen haben die linke Liftungseigen-
schaft beziiglich Kofaserungen, die zugleich schwache Aquivalenzen sind.

M5 Ist h € Mor M, so gibt es zwei funktorielle Faktorisierungen h = g o f, wobei g
eine Faserung und f eine Kofaserung ist:

a) g ist aukerdem eine schwache Aquivalenz;

b) f ist aukerdem eine schwache Aquivalenz.
Diese Definition ist [Hir03, Definition 7.1.3, S. 109].

Definition 5.4. Sei M eine Modellkategorie und X ein Objekt in M. Dann heifit
X fibrant, wenn der terminale Morphismus X — pt eine Faserung ist. Anders herum
heifst X kofibrant, wenn der initiale Morphismus ) — X eine Kofaserung ist.

Bemerkung 5.5. In jeder Modellkategorie M lasst sich zu einem Objekt X der terminale
Morphismus X — pt nach Axiom M5 funktoriell faktorisieren in eine schwache
Aquivalenz X — X gefolgt von einer Faserung X — pt. Man nennt dann X eine
fibrante Ersetzung von X. Analog gibt es funktorielle kofibrante Ersetzungen in M.

Definition 5.6. Sei M eine Modellkategorie. Dann nennt man die Kategorie, die
man durch Lokalisierung an der Klasse der schwachen Aquivalenzen erhélt, die Homo-
topiekategorie HoM von M.

Zu Lokalisierungen von kleinen Kategorien siehe etwa [Mac71, Kapitel I1.8, Proposi-
tion 1, S. 51]. Es ist ein Satz, dass man fiir Modellkategorien stets (mit Hilfe fibranter
und kofibranter Ersetzungen) so lokalisieren kann, dass man nicht zu einem grofseren
Universum iibergehen muss, siche z.B. [GJ99, Kapitel 1.1, Theorem 1.11, S. 81].

Als Beispiel, und da wir spéater die geometrische Realisierung einer simplizialen
Menge zur Definition der Modellstruktur auf simplizialen Mengen benétigen, betrachten
wir eine Modellkategorie von CW-Komplexen.

Beispiel 5.7. Sei M die Kategorie der kompakt erzeugten Hausdorffraume. Diese
ist vollstdndig und kovollstéandig (mit dem Kelley-Produkt anstelle des kartesischen
Produkts). Wir nennen eine Abbildung Faserung, wenn sie die linke Liftungseigenschaft
beziiglich aller Inklusionen S™ < D™ hat. Wir nennen eine Abbildung Kofaserung,
wenn sie einen relativen CW-Komplex definiert (also zerlegt werden kann in eine Se-
quenz von Anklebungen von Zellen). Wir nennen eine Abbildung schwache Aquivalenz,
wenn sie Isomorphismen auf allen (klassischen) Homotopiegruppen induziert. Dann ist
damit eine Modellstruktur auf M definiert, die man Serre-Modellstruktur nennt.

Definition 5.8. Hat C ein finales Objekt pt, so heifit fiir ein Objekt X in C ein
Morphismus * : pt — X auch Basispunkt und (X, ) heilt punktiert. Damit ist
die Kategorie C, der punktierten Objekte von X definiert, mit Morphismen die
Morphismen von C, die mit den Basispunkten kommutieren. Wir schreiben fiir das
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Koprodukt von (X, *) und (Y, ) in C, auch (X VY, ). Es gibt, wenn das Koprodukt
in C, und das Produkt in C existiert, einen eindeutigen Morphismus in C

XVY =X xY

der mit den Projektionen auf X und Y vertraglich ist. Den Kokern dieses Morphismus,
sofern existent in C, wollen wir mit X A'Y bezeichnen, und nennen dies das Smash-
Produkt von (X, *) mit (Y, ). W&hlt man auf X x Y den Basispunkt * : pt — xx X *y,
so induziert dies auf X A'Y einen Basispunkt.

Wir werden Basispunkte in der Notation oft weglassen, wenn klar ist, welche Wahl
wir getroffen haben.

Definition 5.9. Sei M eine Modellkategorie. Dann heifst M eigentliche Modellkatego-
rie, wenn jeder Pushout einer schwachen Aquivalenz entlang einer Kofaserung wieder
eine schwache Aquivalenz ist und wenn zusitzlich jeder Pullback einer schwachen
Aquivalenz entlang einer Faserung wieder eine schwache Aquivalenz ist.

Das ist [Hir03, Definition 13.1.1., Chapter 13, S. 239]. Eigentlichkeit erlaubt eine
einfache Berechnung bzw. Definition von Homotopielimiten und -kolimiten.

In Abschnitt 7.2 benétigen wir eine homotopietheoretische Abschwéichung des
Begriffs “kartesisches Quadrat”, die wir hier schon einfithren kénnen.

Definition 5.10. Sei M eine eigentliche Modellkategorie und

*>X

w
.
7 9

4,1/

ein kommutatives Diagramm in M. Dieses Diagramm heift homotopiekartesisch, wenn
es eine Faktorisierung f = pod mit ¢ : X — X einer schwachen Aquivalenz und
p: X — Y einer Faserung gibt, derart dass der durch ¢ induzierte Morphismus

e W = Z xy X
eine schwache Aquivalenz ist.

Diese Definition findet sich z.B. in [GJ99, Kapitel I11.9, S. 137|. Ein Quadrat ist also
homotopiekartesisch, wenn es durch eine schwach dquivalente fibrante Ersetzung von
f kartesisch wird.
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5. Abstrakte Homotopietheorie

5.2. Simpliziale Objekte

In diesem Kapitel wird die Theorie simplizialer Mengen, wie etwa in [May92| oder
[GJ99| ausgefiihrt, kurz vorgestellt, sofern wir sie bendtigen.

Definition 5.11. Die Kategorie der endlichen Ordinalzahlen A ist definiert als
Ob(A) := {[n] | n € N} mit der Notation [n] := {0,...,n}, und

Homa([n], [m]) :={f : {0,...,n} = {0,...,m} | f monoton}.

Dabei heifst eine Abbildung monoton, wenn fiir alle i < j stets f(i) < f(j) ist.
Die monotonen Abbildungen werden von speziellen monotonen Abbildungen unter
Verkniipfung erzeugt, den Korandabbildungen d': [n —1] — [n] fir 0 <i<n

gk AN k<
k1, k>i

und den Koentartungsabbildungen s7 : [n+1] — [n] fir 0 < j <n

. <9
sk b k_‘],’
k—1, k>j.

Sie erfiillen die kosimplizialen Identitdten (die man leicht nachrechnet):

(di = didi—, i< j,
sidb = dis?—t, i< 7,
sidl =1 =sIdi,
sidt = di=1s7, 1> 7+ 1,

\sjsi = sigitl i < J.

Ein kosimpliziales Objekt X*® in einer Kategorie C ist ein Funktor X : A — C.
Aquivalent kann man ein System Objekten X" € C und Morphismen d’, s’ in C
spezifizieren, die die kosimplizialen Identitédten erfiillen. Ein simpliziales Objekt Y, in
einer Kategorie C ist ein Funktor Y : A% — C. Aquivalent kann man ein System von
Objekten Y, € C sowie Morphismen d;, s; in C (genannt Rdander und Entartungen)
spezifizieren, die die simplizialen Identitdten erfiillen, die den kosimplizialen Identitédten
in C entsprechen.

Morphismen von (ko)simplizialen Objekten sind natiirliche Transformationen der
entsprechenden Funktoren oder, dquivalent ausgedriickt, Systeme von Morphismen,
die mit den (ko)simplizialen Identitéiten vertriaglich sind.

Definition 5.12. In der Kategorie der Mengen definieren wir fiir jedes n € N ein
simpliziales Objekt

A" := Hom(-, [n]) : A”” — Set, den n-ten Standardsimplez.

Dieser trégt einen natiirlichen Basispunkt als idjp € AL,
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Bemerkung 5.13. Fiir jede simpliziale Menge X, ist die Morphismenmenge in der
Kategorie der simplizialen Mengen Hom(A™, X,) isomorph zu X,,, indem man jedem
Morphismus ¢ : A" — X, das Simplex ¢(id,) € X,, zuordnet. Das ist eine einfache
Konsequenz aus dem Yoneda-Lemma, siehe [Mac71, Kapitel I11.2, S. 59]. Damit gibt
es zu jedem Simplex o € X, genau einen Morphismus A" — X,, den wir ebenfalls
mit o bezeichnen.

Definition 5.14. Wir definieren fiir alle n € N Unterobjekte von A™, und zwar fiir
alle 0 < k < n, die sogenannten k-ten Horner

A} = das Unterobjekt, welches von allen d;(id},)) mit j # k erzeugt wird.

Dabei bedeutet “erzeugt” hier, dass zu einem Simplex o € A} C A" auch die Simplizes
d;(o) und s;(0) in A} liegen sollen (sonst wére so keine simpliziale Menge definiert).
Weiter definieren wir den Rand von A™ als

OA"™ := das Unterobjekt, welches von allen d;(id},)) erzeugt wird.
Damit ist die simpliziale n-Sphdre definiert als
S™i= A" JOA".

Definition 5.15. Sei X, eine zusammenhéngende simpliziale Menge mit Basispunkt
x. Der Pfadkomplex PX, von X, ist definiert als Pullback von

(d°)* : Hom(A' x A®, X,) — Hom(A? x A®, X,) ~ X,

mit dem konstanten Morphismus * : A — X,. Sei 7 : PX, — X, definiert iiber die
Komposition

PX. 2% Hom(A! x A®, X,) L0 Hom(A® x A®, X,) ~ X..

Dann ist der Schleifenkomplex von (X,,*) definiert als Faser von 7 tiber dem Basis-
punkt x, also QX, := 7 71(x).

Das sind Definitionen von [GJ99, S. 32-33].
Bemerkung 5.16. Somit sind die n-Simplizes des Schleifenraums 2X, genau die

simplizialen Abbildungen A™ x A! — X, sodass die Restriktion auf A" x 9A! auf *
abgebildet wird.

Definition 5.17. Sei X, eine zusammenhédngende simpliziale Menge mit Basispunkt
. Die (reduzierte) Suspension ¥ X, von X, ist definiert als Quotient von X, x Al
unter der Aquivalenzrelation, die erzeugt wird von (z,0) ~ (2',0) fiir alle z, 2’ € X,
und o € A} U A} sowie (x,0) ~ (x,0') fiir alle 0 € Al

Definition 5.18. Sei X, eine simpliziale Menge und |A*| das “Standard”-kosimpliziale
Objekt mit [A"| = {(z;) € R™™ | 3" j2; =1, x; > 0} dem Standardsimplex und
offensichtlichen Rand- und Entartungsabbildungen. Dann heift

1X.|:= lim |A"|
A" —X,
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5. Abstrakte Homotopietheorie

die geometrische Realisierung von X, (beziiglich |A®|).

Bemerkung 5.19. Diese Konstruktion liefert zu jeder simplizialen Menge X, einen CW-
Komplex | X,|, vergleiche [Hir03, Example 16.3.5, S.324]. Umgekehrt kann man jedem
topologischen Raum Y seine singulére Auflésung Sing(Y) = Hom(|A"|,Y") zuordnen,
eine simpliziale Menge, die z.B. bei der Konstruktion der singulédren (Ko)Homologie
eines topologischen Raums Verwendung findet. Diese Konstruktionen sind funktoriell
und zueinander adjungiert. Wahlt man auf CW-Komplexen die sogenannte Serre-
Modellstruktur, so ist die Homotopietheorie von CW-Komplexen genau die selbe wie
die von simplizialen Mengen mit der Kan-Modellstruktur. Um das zu préazisieren,
benotigt man den Begriff der Quillen-Aquivalenz wie in [Hir03, Definition 8.5.20, S.
157]. Wir werden darauf allerdings nicht néher eingehen.

Definition 5.20. Ein Morphismus simplizialer Mengen heit schwache Aquivalenz,
wenn seine geometrische Realisierung eine schwache Aquivalenz ist (d.h. Isomorphismen
auf Homotopiegruppen induziert; dann sogar, nach einem Satz von Whitehead, eine
Homotopiedquivalenz). Ein Morphismus simplizialer Mengen heift Faserung, wenn
er die linke Liftungseigenschaft beziiglich aller Abbildungen A} — A" hat. Ein
Morphismus simplizialer Mengen heift Kofaserung, wenn er beziiglich aller schwacher
Aquivalenzen, die Faserungen sind, die rechte Liftungseigenschaft hat. Die so definierte
Modellstruktur heifst Kan-Modellstruktur.

Das ist [Hir03, Definition 7.10.8, S. 135|. Eigentlich ist es aber ein wichtiger Satz,
dass dadurch tatséchlich eine Modellstruktur definiert ist - hierzu muss man vor allem
funktorielle fibrante und kofibrante Ersetzungen konstruieren. Wir werden diesen Satz
hier lediglich verwenden und verweisen dazu abermals auf [Hir03|.

Definition 5.21. Wir schreiben fiir die Morphismen zwischen simplizialen Objekten
X, Y, in der Homotopiekategorie auch Ho(X.,Y,) und fiir punktierte simpliziale
Objekte (X, *), (Ys, *) notieren wir die Morphismen in der punktierten Homotopieka-
tegorie mit [X,, Y.

Satz 5.22. Suspension und Schleifenraum induzieren Funktoren auf der Homotopie-
kategorie punktierter simplizialer Mengen sodass fir fibrantes Xo und kofibrantes Y,
qilt:

(XX, Ys] ~ [X,, QY,].

Die Aussage folgt aus Ho(X, x AYY,) ~ Ho(X,, PY,), was wiederum aus der
elementaren Adjunktion

Hom(X, x Z,Y,) ~ Hom(X,, Hom(Z,Y,))
fiir Mengen folgt. O

Definition 5.23. Sei X, eine simpliziale Menge mit Basispunkt x. Wenn X, fibrant ist,
(man sagt auch, X, ist ein Kan-Komplex), so definieren wir die n-te Homotopiegruppe

als
(X, %) := [S", X.].
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5.3. Simpliziale Gruppen

Ist X, nicht fibrant, so definieren wir m, (X,, %) := Wn()?., %), wobei )N(. eine fibrante

Ersetzung von X, ist, d.h. )?. ist fibrant und es gibt eine schwache Aquivalenz
X, — X,.

Bemerkung 5.24. Da in Modellkategorien die fibrante Ersetzung funktoriell ist und
[S™, ] ein Hom-Funktor ist, sind auch Homotopiegruppen funktoriell.

Definition 5.25. Sei (X,, *) simpliziale Menge mit Basispunkt. Dann heifit X,
n-zusammenhdngend, wenn 7y (X,, *) = 0 fiir alle k£ < n ist. Wir sagen auch zusam-
menhdngend anstelle von 0-zusammenhéngend.

Lemma 5.26. Fs ist m,(QX,, %) =~ m,41(X,, *) und somit auch
70(Q" X, *) >~ m,(X,, %)
fiir Xo eine simpliziale Menge mit Basispunkt .

Das folgt direkt aus der Definition von 7, und der Adjunktion von Suspension und
Schleifenraum in Satz 5.22. O

Definition 5.27. Sei (X,, *) eine fibrante punktierte simpliziale Menge. Seien «, 8 €
X, Simplizes. Dann heiften o und § frei homotop, wenn es eine Homotopie gibt, d.h.
einen Simplex 7 € X5 mit dy7 = a und di;7 = . Weiter heiflen o und S homotop
(relativ Basispunkt), wenn es eine Homotopie 7 € X5 gibt mit dy7 = so*, wir notieren
dann o =~ f.

5.3. Simpliziale Gruppen

Definition 5.28. Eine simpliziale Gruppe ist ein simpliziales Objekt in der Kate-
gorie der Gruppen (dquivalent ein Gruppenobjekt in der Kategorie der simplizialen
Mengen), also eine simpliziale Menge, deren Mengen von k-Simplizes jeweils eine
Gruppenstruktur tragen, sodass die Strukturabbildungen d;, s; Gruppenhomomorphis-
men sind. Wir verstehen simpliziale Gruppen grundsétzlich als punktierte simpliziale
Mengen, mit der Identitit als Basispunkt. Als Modellstruktur verwenden wir stets die
Kan-Modellstruktur, wie im vorigen Kapitel.

Es sei an folgendes Lemma tiber die Homotopietheorie simplizialer Gruppen erinnert:
Lemma 5.29 (Moore). Simpliziale Gruppen sind fibrant (in der Kan-Modellstruktur).

Dies ist [GJ99, Lemma 1.3.4]. O

Korollar 5.30. Die 0-te Homotopiegruppe einer simplizialen Gruppe G4 mit neutralem
Element und Basispunkt id ldsst sich ausrechnen tiber Punkte, d.h. Xy, modulo Wege,

SN {9 € Go}
WO(G.,ld) N {d()Oé ~ leé | o € Gl}
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5. Abstrakte Homotopietheorie

Korollar 5.31. Die Fundamentalgruppe einer simplizialen Gruppe Go mit neutralem
Element und Basispunkt id ldsst sich ausrechnen tber Schleifen, d.h. QG,, modulo
Homotopien relativ Basispunkt:

. {a € Gi | doav = dya = id}
. id) = id}
m1(G,, id) {dyo ~ dio | 0 € Gy : dyo = 5¢id}

Fiir eine simpliziale Gruppe G, (oder auch eine topologische Gruppe) gibt es zwei
Operationen auf dem Schleifenraum 2G,, Hintereinanderausfithrung und punktweise
Multiplikation. Dass diese in der Fundamentalgruppe iibereinstimmen, zeigt eine kurze
Rechnung mit dem folgenden Lemma, das wir spéater noch bendtigen werden:

Lemma 5.32 (Eckmann-Hilton). Sind auf einer Menge M zwei Monoidstrukturen
(M, o) und (M, e) gegeben, die tibereinander distribuieren, d.h.

(aob)e(cod)=(aec)o(bed)
erfillen, so stimmen o und e tiberein und sind dartiber hinaus kommutativ.

Dabei verstehen wir unter einem Monoid hier eine Menge mit assoziativer binérer
Verkniipfung und Einselement fiir diese Verkniipfung.

Beweis. Seien e, und e, die jeweiligen neutralen Elemente. Dann ist
Co = o @€y = (€,0€,) ®(eq06,),

Co = €506, = (€, ®€,) 0 (€ ®e,)

und die beiden rechten Seiten sind nach der Voraussetzung an die zwei Monoidstruk-
turen gleich, wir sprechen also nur noch von e = ¢, = e,. Nun sieht man, abermals
mit der Voraussetzung:

aob=(aeec)o(ceb)=(aoce)e(eob)=aeb,

die beiden Operationen o und e sind also identisch.
Damit distribuiert o iiber sich selbst, also gilt

aob=(eoa)o(boe)=(eob)o(ace)=boa. O

Das Argument geht auf [EH62, Theorem 4.17, S. 244] zuriick. Damit zeigt man z.B.,
dass alle Homotopiegruppen m,(X,, *) fiir n > 1 abelsch sind, indem man zeigt, dass
mn(QX,, %) fiir n > 1 stets abelsch ist - wie etwa in [GJ99, Lemma 7.6|.

5.4. Fasersequenzen

In diesem Abschnitt wollen wir kurz den Formalismus von Fasersequenzen einfiihren,
da sich damit die Resultate in den folgenden Kapiteln iibersichtlicher einordnen lassen.

Definition 5.33. Sei ¢ : G, — H, eine Kan-Faserung von simplizialen Mengen (also
eine Faserung in der Kan-Modellkategorie). Dann heiftt ¢ simpliziale Uberlagerung,

70



5.4. Fasersequenzen

wenn die Faser ¢~ !(e) iiber dem Basispunkt e € Hy diskret, also simplizial konstant
ist. Sind G4 und H, simpliziale Gruppen, so ist diese Faser der Kern von ¢ und tréagt
eine natiirliche Gruppenstruktur.

Definition 5.34. Eine Uberlagerung f : Y, — X, heift universelle Uberlagerunyg,
wenn Y, eine 1-zusammenhéngende simpliziale Menge ist.

Definition 5.35. Sei f : Y, — X, ein den Basispunkt erhaltender simplizialer
Morphismus von simplizialen Mengen mit Basispunkt. Wenn f eine Uberlagerung
ist mit Faser F, := f~!(x) iiber dem Basispunkt, so definieren wir einen simplizialen
Morphismus

L:QX, — F,

Eine Schleife w € Q.X, lasst sich liften nach w € PY,, da f Faserung einer Modellka-
tegorie, sogar eindeutig bis auf Homotopie. Unter dem Morphismus PY, — Y, wird
w auf einen Simplex abgebildet, der in der Faser von f liegt. Da die Faser diskret
ist, ist das Element nicht nur bis auf Homotopie eindeutig definiert, also ist so ein
simplizialer Morphismus erklart, den wir Liftungsabbildung L nennen.

Lemma 5.36. Ist f : Ge — G, ein Morphismus simplizialer Gruppen, so ist L :
OGe — F, ein Gruppe@omomorphismus, wenn wir QG. mit der durch Go induzierten
und Fy, mit der durch Go induzierten Gruppenstruktur versehen.

Beweis. Seien w,w’ € QG und cT),c:’ € Pé. Lifts. Dann ist &w’ ein Lift von ww’ und

damit stimmen L(w)L(w’) und L(ww') in F iiberein. O

Definition 5.37. Ist f : Y, — X, eine Uberlagerung von simplizialen Mengen mit
Basispunkt, so definieren wir einen Morphismus

Qf : QY. — QX

durch die universelle Eigenschaft des Faserprodukts iiber die Abbildung fo : PY, —
PX,. Damit léasst sich f “vervollstéandigen” zur Fasersequenz

s R s Lox, LR s DX,

wobei F, die Faser von f iiber dem Basispunkt von X, bezeichnet.

Lemma 5.38. Ist f : G — G, eine Uberlagerung von zusammenhdngenden simpli-
zialen Gruppen, so liefert der Funktor mg auf der Fasersequenz eine exakte Sequenz
von Gruppen

0 — 7 (G, id) = m(Ge,id) — Fy — 0

Beweis. Anwenden von 7 auf die Fasersequenz liefert zunéchst

e 7'('1(F.,id> — Wl(G.,id) — 7T1<G.,id) — Wo(F.,id) — 7T0<G,,id) — Wo(G.,id)

Allerdings ist f eine Uberlagerung, also F, diskret, damit ist 7 (F,,id) trivial. Weiterhin
sind G4 und é. zusammenhéngend, also my(G,, id) und Wo(é., id) trivial. Zuletzt ist
noch zu bemerken, dass unter der Adjunktion zwischen Suspension und Schleifenraum
der Morphismus 7 (f) genau dem Morphismus 7y (€2f) entspricht. ]
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Lemma 5.39. Ist G, eine zusammenhingende simpliziale Gruppe, so ewistiert ei-
ne unwerselle Uberlagerung Go und diese trigt eine Gruppenstruktur, sodass die
Uberlagerungsabbildung ein Gruppenhomomorphismus ist.

Beweis. Man erhilt dies aus der klassischen Uberlagerungstheorie, indem man die
geometrische Realisierung von G4 betrachtet, von diesem CW-Komplex die universelle
Uberlagerung und anschliefende (klassische) singulire Auflssung, wie in Definiti-
on 5.18 und Bemerkung 5.19. Eleganter ist der Zugang von [GJ99, S. 191], wobei bei
beiden Zugéangen noch zu zeigen ist, dass es eine kanonische Gruppenstruktur auf der
universellen Uberlagerung gibt. Wir werden daher eine explizite Konstruktion in der
Kategorie der simplizialen Gruppen betrachten:

Sei N, der Kern des Projektionshomomorphismus QG, — m1(G,, id), das ist der Nor-
malteiler der nullhomotopen Schleifen. Der Gruppenhomomorphismus QG, — PG,,
verkniipft mit der Inklusion N, — QG, liefert einen Monomorphismus N, — PG,,
dessen Kokern wir mit G4 bezeichnen. Da m1(G,,id) der Kokern von N, < €, ist,
gibt es einen Homomorphismus 7 (G, id) < é., der mit dem Homomorphismus
QG — PG, kommutiert. Wir betrachten nun das kommutative Diagramm

Ny —— QG4 —» m1(Gh, id)

I

id

in dem die Zeilen exakt sind nach Konstruktion von N, und CNJ.. Die linke Spalte ist
trivialerweise exakt, die mittlere Spalte ist exakt nach Definition des Schleifenraums
als Kern der Projektion PG, — G,. Damit ist auch die rechte Spalte exakt, nach
einer einfachen Diagrammjagd (Spezialfall des 9er-Lemmas). Also haben wir bewiesen,
dass G4 — G, (nach Konstruktion eine Faserung mit diskreter Faser) Kern (G, id)
hat. Die zugehorige Fasersequenz liefert in den unteren Termen eine exakte Sequenz

0 — 71 (G, id) = m1(G,id) = 71 (G,,id) — mo(Ge) — 0

in der der mittlere Pfeil m(G,,id) — m1(G,,id) ein Isomorphismus ist, also sind

71(Ga,id) und mo(G,) trivial. O

Bemerkung 5.40. Aus der Fasersequenz fiir eine universelle Uberlagerung Ge — G,
kénnen wir nun auferdem noch fiir alle n > 2 exakte Sequenzen

0 = m,(Go,id) — m,(G,,id) — 0

ablesen, die zeigen, dass die n-ten Homotopiegruppen von G. und G, fir n > 2
iibereinstimmen.
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Lemma 5.41. Ist é. — G4 eine universelle Uberlagerung und G, — G, eine Uberla-
gerung, so gibt es einen Epimorphismus G4 — G-, der mit den Morphismen nach G,
kommutiert.

Beweis. Aus der Fasersequenz fiir G, — (G, erhalten wir einen Epimorphismus
m1(G.,1d) — F, wenn F' die Faser von G, iiber * bezeichnet. Der Kern dieses Epimor-
phismus ist (wie man ebenfalls der Fasersequenz entnimmt) 7 (G5, id). Damit konnen
wir das kommutative Diagramm betrachten

(G id) —9 (@ id) 0

7Tl<G.,id) S é. G.
37 id

m1(Ghyid) é, a.

71(Ge,id)

in dem die Zeilen exakt sind. Wir erhalten daraus

_ G oG
m1(Ge,id) — T (m(G.,icn)
71 (Gh,id)

und mit einem Noetherschen Isomorphiesatz ist also G, /mi(G,,id) ~ G., was den
gesuchten Epimorphismus liefert. ]
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6. Singulare Auflosung von Chevalley-Gruppen

In diesem Kapitel werden wir die singuldre Auflésung einer einfach zusammenhén-
genden Chevalley-Gruppe G(®) (Abschnitt 6.1) und ihrer Steinberg-Gruppe St(®)
(Abschnitt 6.2) untersuchen. Unter der Regularitétsvoraussetzung Vermutung 6.22
aus Abschnitt 6.3 ist die singuldre Auflésung von St(®, k) — G(®, k) eine simpliziale
Uberlagerung, von der wir zeigen, dass es sich um die universelle Uberlagerung handelt
und dass daher der Kern des Uberlagerungshomomorphismus iiber den Liftungshomo-
morphismus isomorph zum punktierten Schleifenraum der singuldren Auflésung von
G(P, k) ist.

Dann konstruieren wir in Analogie zum Lemma von Whitehead (Abschnitt 6.4)
in Abschnitt 6.5 ein System von Pfaden H{(s) von der Identitdt in G(®,k) zu
Toruselementen h,(s) fiir s € k*, welches erlaubt, Produkte dieser Hy*(s) zu bilden,
welche Schleifen sind. Wir rechnen in Abschnitt 6.6 Eigenschaften der somit explizit
definierten Schleifen nach.

In Abschnitt 6.7 definieren wir unter Zuhilfenahme der Matsumoto-Présentation
einen Homomorphismus von der zweiten K-Theorie in den punktierten Schleifen-
raum der singuldren Auflésung von G(®, k) und zeigen, dass dies ein Isomorphismus
auf die Fundamentalgruppe ist, indem wir zeigen, dass diese Abbildung invers zum
Liftungsisomorphismus ist.

6.1. Singuldre Auflésung von algebraischen Gruppen

Wir werden nun einen Funktor Sing‘}1 definieren, der jeder linear algebraischen Gruppe
eine simpliziale Gruppe zuordnet, deren Homotopietheorie wir danach untersuchen
wollen. Tatsédchlich definieren wir Sing’f1 nicht nur fiir beliebige k-Schemata sondern
fiir Prégarben auf k-Schemata, da dies keine zusétzliche Miihe bereitet.

Definition 6.1. Sei das simpliziale Objekt Z[K'] in den kommutativen Ringen mit 1

gegeben durch

1=0

ZIA™] := Zto, . ..

mit den Randabbildungen

n n—1 t] ] < ia
di:Z[to,...,tn]/<th—1>—>Z[t0,...,tn_1]/ (th—1>,tjr—> 0 j=i
7=0 3=0 ti1 >
und den Entartungsabbildungen
n ntl 2 1< 7,
SJZ[to,,tn]/ (th—1>—>Z[t0,,tn+1]/ (Zt1_1>7tl'_> ti+ti1 =17,
=0 =0 ti P>
i+1 J-

5
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Diese Konstruktion findet sich z.B. bei Jardine [Jar83| und wird heutzutage haufig
Suslin-Voevodsky-Konstruktion genannt.

Lemma 6.2. FEs gibt fir n € N einen (nicht-kanonischen) Isomorphismus von Ringen
ZIA"] = Zty, ... ,tn]/ (Z t; — 1) = Dy, .. 2] = Z]A]
i=0

. {1—2?1@ i=0,

x; 1> 0,

der einen simplizialen Ring Z[A®] definiert. Der inverse Morphismus ist gegeben durch
lineare Fortsetzung von x; — t;.

Die angegebene Abbildung auf Erzeugern erfiillt die Relationen in der linken Seite
und die Umkehrabbildung ist offensichtlich. Die Rand- und Entartungen werden durch
Konjugation mit dem Isomorphismus gebildet und erfiillen somit die simplizialen
Identitaten.

O

Definition 6.3. Fiir einen perfekten Korper k sei das kosimpliziale Objekt A} in
Sm /k durch
A} := Spec(Z]A"| @ k)
Z

mit den induzierten Korand- und Koentartungsabbildungen definiert.

Bemerkung 6.4. Das Objekt A} ist die algebraische Version des topologischen Stan-
dardsimplex. Wahrend der topologische Standardsimplex beschrankt ist, lasst sich
dies algebraisch nicht bewerkstelligen, da die Ungleichung x; > 0 in der Definition des
topologischen Standardsimplex nicht ohne Weiteres algebraisch auszudriicken ist. Das
hindert uns jedoch nicht daran, mit dem Objekt A} intuitiv so zu arbeiten, als handle
es sich um den Standardsimplex.

Beispiel 6.5. Die Randabbildung dy : Z[t, s] — Z][t] ist gegeben durch
Z[t,s] == Zlto,tr, ta)/ (to + t1 + s — 1) 2 Zlto, 1]/ (to + 11 — 1) — Z][4],

wobei also f(t,s) € Z[t, s] iber den Isomorphismus auf f(t1,%;), von der Randab-
bildung dy auf f(tg,t;) und vom Isomorphismus auf f(1 — ¢,t) € Z[t] abgebildet
wird.

Die Randabbildung d; : Z[t, s] — Z][t] bildet f(t,s) auf f(0,t) ab, die Randabbildung
dy : Z[t, s| — Z[t] bildet f(t,s) auf f(t,0) ab.

Die Entartungsabbildung s : Z[t] — Z[t, s] bildet f(t) auf f(s) ab.

Wir bezeichnen mit Sm /k die Kategorie der glatten Schemata tiber k& und mit

PShv(Sm /k) die Kategorie mengenwertiger Prégarben auf Sm /k. Fiir eine k-Varietét
X ist z.B. auch X € Sm /k und fiir jedes X € Sm /k ist Hom(-, X') € PShv(Sm /k).
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6.1. Singuldre Auflosung von algebraischen Gruppen

Definition 6.6. Sei der Funktor Sing®' : PShv(Sm /k) — A PShv(Sm /k) definiert
durch 1
Singd (F) : U+ F(A} x U).

Das Objekt Sing?' (F) heikt singulirer Komplez von F und Sing® (F)(U) sind sim-
pliziale Objekte mit den induzierten Rand- und Entartungslabbildungen.
Fiir eine k-Varietdt X definieren wir Sing? (X) := Sings (Hom(-, X)).

Bemerkung 6.7. Morel und Voevodsky haben die Theorie allgemein fiir einen Situs mit
Intervall definiert und dann auf den Nisnevich-Situs mit A® als Intervall spezialisiert.
Dabei verwenden sie eine andere Definition von Singfxl, um den Funktor auch auf
simpliziale Pragarben anwenden zu konnen - was fiir simplizial konstante simpliziale
Pragarben aber mit der hier gegebenen Definition iibereinstimmt. Auch das Objekt
A* ist bei Morel und Voevodsky anders definiert, jedoch ist es iiber der Basis k mit
dem hier definierten Objekt dquivalent.

Proposition 6.8. Sei G eine linear algebraische G?l"uppe und R ein kommutativer
Ring mit 1. Eine explizite Beschreibung von m (Sings (G)(R),1d) ist durch Elemente
von G(RIt]) und G(R][t, s]) gegeben:

{M € G(R[t]) | M(0) =M(1) =Id}
(N(I—t,t) ~ N(0,t) | N € G(R[t, s]) : N(£,0) = Id}’

m(Sing? (G)(R),Id) =

Beweis. Nach dem Lemma von Moore (bzw. Korollar 5.31) miissen wir nur do, dy, do
und so von G(R[A®]) im simplizialen Grad 2 und dy,d; im simplizialen Grad 1
berechnen. Dies folgt aus der Beschreibung in Beispiel 6.5. Es ist fiir N (¢, s) € G(R][t, s])
und M (t) € G(R[t]) ndmlich

doN(t,s) = (N ody)(t,s) = N(1 —t,t),
diN(t,s) = (N od;)(t,s) = N(0,t),
dyN(t,s) = (N ods)(t,s) = N(t,0),
soM(t) = (M o so)(t) = M(t),
doM(t) = (M o do)(t) = M(1),
diM(t) = (M ody)(t) = M(0). O

Es ist diese Beschreibung der Fundamentalgruppe einer linear algebraischen Gruppe,
die wir im Folgenden verwenden werden. An dieser Stelle wollen wir nochmals davor
warnen, diese Fundamentalgruppe mit der étalen Fundamentalgruppe zu verwechseln!

Wir beobachten auferdem noch:

Proposition 6.9. Set G eine einfach zusammenhdingende Chevalley-Gruppe und R
ein lokaler Ring. Dann ist WQ(Sngl}l(G)(R), Id) = 0.

Beweis. Nach Satz 3.30 ist G(R) = E(R), also wird die Gruppe G(R) von Erzeu-
gern T,(s) mit s € R erzeugt. Dann ist M := z,(ts) € G(R][t]) ein 1-Simplex von
Sing®' (G)(R) mit do(M) = 2,(0) = Id und dy (M) = z,(s). Fiir beliehige Produkte der
Zo(s) sind die entsprechenden Produkte der z,(ts) Simplizes mit der entsprechenden
Eigenschaft. Nach Korollar 5.30 folgt die Behauptung. [
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6. Singuldre Auflosung von Chevalley-Gruppen

6.2. Singuldre Auflsung der Steinberggruppe

Definition 6.10. Sei G = G(®) eine einfach zusammenhéngende Chevalley-Gruppe,
k ein Korper und St(®, k) die entsprechende Steinberggruppe (aus Definition 3.31),
also die universelle zentrale Erweiterung der k-rationalen Punkte von G nach Satz 3.32.
Dann definieren wir die simpliziale Steinberggruppe

Sto := Sings St(®)(k) := St(G)(A})

wobei wir die Gruppe G nur dann in der Notation weglassen, wenn klar ist, welche
Gruppe gemeint ist, oder wenn es unerheblich ist. Wir werden zur Prézisierung auch
Ste(P) notieren, wenn ¢ das Wurzelsystem von G ist. Als Basispunkt wéhlen wir stets
implizit Id € Sty = St(G(k)).

Bemerkung 6.11. Zwar ist die Steinberggruppe zunéchst nur eine abstrakte Gruppe,
und insbesondere keine algebraische Gruppe, aber nach der Steinberg-Prasentation
ist sie eine Pragarbe auf der Kategorie der affinen Schemata, d.h. man kann in die
Erzeuger z, der Steinberggruppe Elemente beliebiger Ringe einsetzen. Somit ist dann
auch in Definition 6.10 eine simpliziale Gruppe St, definiert. Diese ist nach Lemma 5.29
fibrant.

Lemma 6.12. Sei G eine einfach zusammenhdngende Chevalley-Gruppe und Sto die
simpliziale Steinberggruppe von G(k). Dann ist mo(Ste) = 0.

Beweis. Nach Konstruktion ist Sty = St(G(k)), wird also von den Z,(u) fiir « € ®
und u € k erzeugt. Der Weg X, (u) := Zo(tu) verbindet die Identitit Id = Z,(0)
mit Z,(u), also liegen alle Elemente von Sty in der Zusammenhangskomponente des
Basispunkts. L

Definition 6.13. Sei G eine einfach zusammenhéngende Chevalley-Gruppe, R ein
Ring und St, die simpliziale Steinberggruppe von G(R). Dann definieren wir fiir alle
n €N, alle « € ® und alle f € R[ty,...,t,)

7Sty = Gy, Ta(f(tr, .. tn) = 2o (f(ty, ... 1)),

also einen simplizialen Epimorphismus 7 : Sty — G,, der fiir einen Korper R = k den
Epimorphismus St(G(k)) — G(k) von Steinberg fortsetzt.

Bemerkung 6.14. Wenn Vermutung 3.35 korrekt ist, dann ist fiir tk® > 5 und R
lokaler Ring auch 7 : St,, = G,, eine universelle perfekte zentrale Erweiterung, also

Ko (®, R[A®]) < Sty — G,

eine universelle perfekte zentrale Erweiterung von simplizialen Gruppen. Mit Satz 3.34
gilt dies in jedem Falle fiir ® = A,, mit n > 5.

Um den Hauptsatz dieser Arbeit zu beweisen, ist die folgende triviale Aussage sehr
hilfreich.
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6.3. Uber Homotopieinvarianz instabiler K-Theorie

Proposition 6.15. Sei R ein requlirer Ring und G eine einfach zusammenhdngende
Chevalley-Gruppe mit Wurzelsystem ® von Rang > 2. Dann gibt es fiir jedes n € N,
fiir jedes T € G(R[ty,...,t,)) einen Lift T € Ste, der bis auf Multiplikation mit
Ky (@, R[t1, ..., t,]) eindeutig ist.

Beweis. Seien zwei Faktorisierungen

[za(filtr o tn)) =7 =[] 2s,(gi(ts, .. . 1))
i=1 Jj=1

mit o, 8; € ® und f;,9; € R[ty, ..., t,] gegeben. Nach Satz 3.27 gibt es stets solche
Faktorisierungen. Wir definieren zwei Elemente von St,:

T = H%On(fz(tlv SR atn))’ ’7:/ = Hfﬁj(g](tl’ te ’tn))’
i=1 Jj=1

die offensichtlich beide mit der Projektion St, - G, auf 7 abgebildet werden. Nach
Konstruktion liegt 777" in der Faser von Id, also

77 € Ker(S6(P, Rtr, . ta]) = G(®, Rlty,..., 1)) = Ko(®, B[t ..., 1)),

Nun ist ?’E?'Kg(@,R[tl,...,tn]). O]

6.3. Uber Homotopieinvarianz instabiler K-Theorie

Definition 6.16. Sei ¢ ein Wurzelsystem und R ein Ring. Dann sagen wir, Ko(®, -)
erfiillt Homotopieinvarianz in i Variablen fir R, wenn

Ko(®, R[t1,. ... 1)) ~ Ko D, R).

Wir sagen auch, R sei Ky(®, -)-reguldr, wenn Ko(®P, R) Homotopieinvarianz in beliebig
vielen Variablen erfiillt.

In Proposition 6.15 haben wir gesehen, dass dies eine wiinschenswerte Eigenschaft
ist.

Satz 6.17 (Quillen, Homotopieinvarianz fiir Quillen-K-Theorie). Ist R ein requldrer
Ring, dann ist Ko(R[t1, ..., t;]) ~ Ko(R) fiir alle i € N.

Das ist [Qui73, Korollar zu Theorem 8, S.38]. O

Satz 6.18 (van der Kallen). Ist R ein Ring mit dim MaxSpec(R) = d < oo, so ist
Ko(Apia, R) ~ Ky (R) fir alle n > 3.

Das ist [Kal76, Theorem 1, S. 77]. O

Korollar 6.19. Sei R ein Ring mit dim MaxSpec(R) = d < oo. Dann erfillt
Ko(Apiays, R) fiir alle n > 3 Homotopieinvarianz in j Variablen.
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6. Singuldre Auflosung von Chevalley-Gruppen

Beweis. Es ist Ko(Aptass, Rlt1, ..., t;]) =~ Ko(R[t1,...,t;]) nach dem Satz von van
der Kallen und nach dem Satz von Quillen erfiillt die rechte Seite Homotopieinvarianz,
also Ko(R[t1,...,t;]) =~ Ko(R), erneut mit dem Satz von van der Kallen Ky(R) =~
Ks( Ay 14+, R) erhalten wir insgesamt

Ko(Antary, Rlts, - t5]) = Ka(Anyayg, R). u

Korollar 6.20. Ist R ein lokaler Ring, so hat Ko(Any;, R) fiir allen > 3 Homotopiein-
varianz in j Variablen. Insbesondere erfillt Ko(A,, R) fir n > 4 Homotopieinvarianz
i einer Variablen.

Beweis. Fiir R lokal ist d = dim MaxSpec(R) = 0. Korper sind lokale Ringe. [

Bemerkung 6.21. Fiir einen Korper £ und n,7 € N mit n > 3 ist
KQ(A’rw k[t17 s 7t’b]) = KQ(ATM k) = Ké\/[<k)

dquivalent dazu, dass Ko(A,, k[A®]) simplizial diskret ist.

Fiir gewisse andere (klassische) Wurzelsysteme als A,, 1dsst sich mit [Hor05, Corollary
1.12, S.7| zeigen, dass auch diese stabil Homotopieinvarianz erfiillen (mit einem
dhnlichen Argument wie im Beweis des Satzes von Quillen). Um eine prizise Aussage
iiber den Rang zu machen, ab dem Homotopieinvarianz erfiillt ist, muss man allerdings
noch mehr arbeiten, was wir an dieser Stelle nicht tun konnen. Daher werden wir fiir
den Rest der Arbeit eine sinnvolle Annahme machen:

Vermutung 6.22 (Wendt). Fir einen Korper k und © ein Wurzelsystem von Rang
n > 3 erfillt Ko(P, k) Homotopieinvarianz in beliebig vielen Variablen. Insbesondere
ist also Ko(P, k[A®]) simplizial diskret, d.h.

o o o JETE, e =C,
o (K2 (@, k[A®])) = Ko (P, k) =~ {Ké”(k)’ sonst.

Dabei haben wir die ~ der Vermutungen bereits bewiesen, denn dies ist der Satz
von Matsumoto. Wir werden diese Vermutung im Folgenden mehrmals verwenden,
dann allerdings nochmals gesondert darauf hinweisen. Die unter dieser Bedingung
bewiesenen Satze sind somit ohne Bedingung nur bewiesen fiir A,, mit n > 4.

Proposition 6.23. Erfillt Ko(®, k) Homotopieinvarianz in beliebig vielen Variablen,
so ist die Abbildung
Ste(®, k) = G(P, k)

eine simpliziale Uberlagerung von simplizialen Gruppen und damit insbesondere eine
zentrale Erweiterung mit dem simplizial diskreten Kern Ko(®, k).

Beweis. Nach Definition 5.33 ist eine simpliziale Uberlagerung eine Faserung mit
diskreter Faser. Die Voraussetzung der Homotopieinvarianz ist genau die Diskretheit
des Kerns. Da es sich um einen (simplizialen) Gruppenhomomorphismus handelt, ist
die Faser iiber jedem Punkt isomorph zum Kern. Um nun die Liftungseigenschaft zur
Definition von Kan-Faserungen einzusehen, wahlen wir im Diagramm
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6.4. Whiteheads Lemma

A} — Ste(P, k)

A" — Gu(®, )

einen beliebigen Lift von A™ — G4(®, k) nach Ste(®, k) mit Hilfe von Proposition 6.15,
dieser ist eindeutig bis auf Multiplikation mit Ko(®, k). Da Ko(®, k) diskret in Ste(®P, k)
liegt, unterscheidet sich der beliebige Lift von dem auf A} vorgegebenen auch nur um
einen multiplikativen Ko(®, k)-Faktor. Damit ldsst sich ein Lift wéhlen, der mit dem
vorgegebenen iibereinstimmt. ]

Lemma 6.24. Wenn ® ein Wurzelsystem und k ein Korper mit
(Regularitét) Ko (@, k[t]) ~ Ko(P, k),

ist, so ist die Fundamentalgruppe der singuldren Ersetzung der Steinberggruppe trivial,
d.h.
1 (Ste(P, k), 1d) = 0,

damit ist Sty(®, k) — Go(®, k) die universelle Uberlagerung von Go(®, k).

Beweis. Es gibt zu der simplizialen Gruppe G, eine universelle simpliziale Uberlage-
rung G,. Diese triigt eine universelle Gruppenstruktur, sodass die Uberlagerungsab-
bildung ein Gruppenhomomorphismus ist (induziert von G,) und damit ist sie eine
zentrale Erweiterung von G,. Damit faktorisiert die universelle zentrale Erweiterung
Ste — G, (per definitionem) als

St. — (@: —» G.
und auf der Fundamentalgruppe liefert dies

T (St., Id) — T (G., Id) — M (G., Id)

jedoch ist m(G,, Id) = 0, also auch das Bild von 7 (Ste, Id) in m(G,, Id). Der Aus-
schnitt aus der Fasersequenz

QKo (P, k[A%]) — QSte — QG,
liefert unter my wegen der Regularitidtsannahme an K, eine exakte Sequenz
0— 7T1(St., Id) — 7T1(G., Id)

also ist 71 (Ste,Id) auch injektiv in 7 (G,,Id), damit isomorph zu ihrem Bild, der
trivialen Untergruppe. ]

6.4. Whiteheads Lemma

Zur Motivation betrachten wir das folgende Lemma von Whitehead.
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6. Singuldre Auflosung von Chevalley-Gruppen

a 0
0 b

GLy(R) lasst sich durch elementare Zeilen- und Spaltenumformungen (also Links- und

Lemma 6.25 (Whitehead). Sei R ein Ring mit 1 und a,b € R*. Die Matriz €

Rechtsmultiplikation mit Elementarmatrizen) auf die Form (%b (1)) bringen.

Beweis. Mit jeweils einer Spaltenumformung (also Rechtsmultiplikation mit einer
Elementarmatrix) pro ~:

(JLOWaabW OOLbW OabwababwabO

0 b 0 b -1 b -1 1 0 1 0 1)°
Um direkt zu sehen, um welche Elementarmatrizen es sich handelt, wollen wir nun
Notation einfiihren.

Mit dieser gliicklich gew#hlten Notation sehen wir sofort:

h(a) = 24 (a)z_(—a™ )z (a — Da_(1)zi (1),

ein Produkt von Elementarmatrizen, und

G D)wo-(2 ) :

Siehe dazu auch |[Lam06, 1.85].

Wir konnen diese Faktorisierung von h(a) in Elementarmatrizen nutzen, um eine
verwandte Aussage zu zeigen:

Lemma 6.26 (Whitehead’). Es gibt eine Matriz H(s,t) € GLy(Z[s, s71,t]), die sich
als Produkt von Elementarmatrizen schreiben ldsst, sodass fiir jeden kommutativen
Ring R mit 1 und jede Einheit a € R* gilt:

10 a 0 10
H(a,0) = (0 1) =1Id, H(a,1)= (O a_1> = h(a), H(1,t)= (0 1) =1d.
Beweis. Wir konstruieren H (s, t) in SL(2,Z[s, s, t]):

H(s,t) = xy (ts)r_(—ts Dy (t(s — 1))z_(t)x (—t).
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6.5. Ausgezeichnete Schleifen

Fir t = 0 und a € R* ergibt sich
H(a,0) = 2:(0)z_(0)x4(0)z_(0)z4(0) = Id.
Fir t =1 und a € R* ergibt sich
H(a,1) =z (a)z_(—a ri(a—1)z_(1)zL(—1) = h(a).
Zuletzt wollen wir fiir s = 1 und ¢ beliebig berechnen
H(1,t) = zy(H)r(=t)zy (0)r- )z (1) = 24 (Hz-(0)z4 () = 1d. O

Beispiel 6.27. Fiir einen Ring R und s € R* sieht die Matrix Hy(s) := H(s,t) €
SLo(R[t]) konkret so aus:

Hy(s) = (1 0) L (=) ((t2 —2)ts —(t2 —2)(* — 1)3) |

01 s 2 -1 —(t? = 2)t

Dabei lassen sich die Faktoren (1 — s) und ¢ leicht erkldren, haben wir doch fiir s =1
sowie t = 0 gefordert, dass H (s, t) = Id ist.

Korollar 6.28. Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Die elementare Untergrup-
pe E(R) = limg E,.(R) (die von Elementarmatrizen erzeugt wird) in GL(R) =
li&n GL,(R) ist die Kommutatorgruppe, d.h.

[GL(R), GL(R)] = E(R).

Beweis. In GL lassen sich zwei Matrizen A, B vertauschen, indem man durch Multi-
plikation mit Elementarmatrizen die Matrix

(AB 0

0 Id) — (AB & 1d)

auf die Form

(gl g) =(A®Id) - (Id®B) = (Id®B) - (A 1d)

bringt. Dazu setzt man im Lemma von Whitehead fiir R den Matrizenring GL,,(R)
ein, fiir n grofer gleich der Summe der Grofen von A und B. Zuletzt lasst sich mit
der selben Methode (B @ Id) auf die Form (Id ©&B) bringen, damit schlieflich

(AB&1d) ~ (Id@B) - (A®1d) ~ (B®1d) - (A® 1d) = (BA& 1d). 0

6.5. Ausgezeichnete Schleifen

Sei fiir den Rest der Arbeit G eine einfach zusammenhéngende Chevalley-Gruppe mit
gewdhltem Torus H, Wurzelsystem @, einfachen Wurzeln A und Erzeugern z,. Die
universelle zentrale Erweiterung der elementaren Untergruppe von G(k) bezeichnen
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6. Singuldre Auflosung von Chevalley-Gruppen

wir im Folgenden mit St(G) und verwenden, dass es sich um die Steinberggruppe St(®)
handelt. Wir notieren wieder abkiirzend G, := Sing®' G(k) und St, := Sing®' St(k)
fiir die singuldre Auflésung von G bzw. ihrer Steinberggruppe, also z.B. Gy = G(k)
und G; = G(k[t]).

Definition 6.29. Sei h = h, : G, — G fiir ein @ € ®. Ein Element H,(s) €
G(R]s,s ', t]), welches fiir alle a« € R* die Eigenschaften

Ho(a) = Id, Hl(a) = h(a), Ht(l) =1Id

hat, wollen wir einen guten Weg (zu h(a)) in G, nennen.
Fir z,y € R* wollen wir die Elemente Cy(z,y) € G(R]t]), welche durch

Ci(,y) = Hy(x) Hy(y) Hy(zy) ™
gegeben sind, gute Schleifen (zu (z,y) € Gyu(R) X G(R)) in G, nennen.
Dass die Terminologie gerechtfertigt ist, zeigt das folgende Lemma.
Lemma 6.30. Gute Schleifen im Sinne von Definition 6.29 sind Schleifen, d.h.
Co(z,y) = Cy(x,y) =1d, Ci(1,y) = Cy(z,1) = 1d,
damit ist Cy ein Morphismus
Gm(R) AGr(R) — QG4 (R).

Beweis. Nach Definition von C}; und den Eigenschaften guter Wege erhalten wir

Co(z,y) = Ho(x)Ho(y)Ho(xy) ™ =1d-1d - 1d™* Id,

Ci(z,y) = Hi(x)Hi(y) Hi(zy) ™" = h(z)h(y)h(zy) ™" = h(zy)h(zy) ™" =1d,
Cy(z,1) = Hy(x)H,(1)Hy(z)™" = Hy(z) -1 Hy(2)™*

Ct(Ly) :Ht(l)Ht(y)Ht(y) =1d- Ht( )Ht( ) =1d. U

Definition 6.31. Wir wéhlen fiir jedes s € k einen Weg, insgesamt einen Morphismus
X7 Ga(k) = Gu(k[t]), X[ (s) := za(ts),
sodass die X7 (s) (fir t = 0) 2,(0) = Id mit z,(s) (fiir ¢ = 1) verbinden. Weiterhin

wahlen wir Wege

Wi (s) o= X7 (s) Xy (=57 X7 (s),
die Id mit w,(s) verbinden und schliefslich sind

Hi(s) == Wta(‘g)Wta(l)il
Wege, die Id mit h,(s) verbinden.

Proposition 6.32. Die Wege H?(s) sind per definitionem gute Wege. O

84



6.6. Relationen fiir ausgezeichnete Schleifen

Definition 6.33. Wir wollen von nun an die guten Wege H{*(s) ausgezeichnete Wege
nennen und mit ausgezeichneten Schleifen C{(x,y) stets gute Schleifen beziiglich
ausgezeichneter Wege meinen, also

Cf(,y) = H{ () H} (y)H (vy) .

Beispiel 6.34. Wenn wir in der Gruppe SLs, also im Wurzelsystem A; wie in Ab-
schnitt A.3 die z,(s) und die H{'(s) wie in Beispiel 6.27 berechnen, so ergibt sich fiir
C{(x,y) die Matrix

crea = g 1)+ - 0D D)

e (-1 -2) (1 —x) —y2(t* —-2)((* —1)*(1 —x) + x)
m“D“%yW:( P2 —1)—1 gt — 1)@ - 21— )’

an der man einige Eigenschaften der guten Schleifen direkt ablesen kann.

6.6. Relationen fiir ausgezeichnete Schleifen

Wie im vorigen Abschnitt bereits festgestellt, sind die ausgezeichneten Schleifen
normiert.

Lemma 6.35. Es ist C{(x,1) =1d = C{(1,y) fir alle z,y € k*.

Beweis. Nach Definition von Cj' ist dies bereits klar:
Cf (z,1) = HY (v) Hy (1) Hy (2) ™" = Hf (x) H (z) ™" = 1d,

Ci(l,y) = HF (W) H (y)H (y) ™ = Hy (y) Hy(y) ™' =1d. 0

Lemma 6.36 (Konjugationslemma). Seien v, und Gy Wege in G mit v, = Id und
Go = Id. Dann ist Konjugation mit v, auf Gy bis auf Homotopie relativt = 0 trivial,
d.h.

Gy~ Gy

Beweis. Die Homotopie ist gegeben durch

71—8Gt7;js7

denn fiir s = 0 ist dies Gy, fir s = 1 — ¢ ist es %Gt%—l und fir t = 0 ist es
/yl—sryl_—ls = Id. =

In Matsumotos Beweis wird oft verwendet, dass die Steinberg-Kozykel in einer
zentralen Untergruppe der Erweiterung liegen. Ein homotopietheoretisches Analogon
wird uns niitzlich sein.

Korollar 6.37. Die ausgezeichneten Schleifen C{(x,y) fir x,y € k* sind bis auf
Homotopie relativ Id zentral in der von den Xf erzeugten Untergruppe von G, d.h.

X/ (@) O (x,y) X[ (a) 7' = Cf (2, ).
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6. Singuldre Auflosung von Chevalley-Gruppen

Beweis. Wir setzen in Lemma 6.36 fiir ; die Schleife C{'(z,y) ein, fir G; den Weg
X’ (a). Damit ist also

Cy (2, 9) X () Cf (,y) ™" = X[ (a). O

Wir benétigen eine homotopietheoretische Fassung von Lemma 4.4 (b).

Lemma 6.38. Fir o, € ® und u,v € k* ist
W)X (W)™~ X7 (quo=?e")

(homotop relativt =0).

Beweis. In G(k) ist nach Lemma 4.4 (b)
Wa (V)2g(wwa(v) ™ = oy 5 (muv ™).

Der Weg W (v)zs(u)We(v) ™! von z5(u) nach wy(v)zs(u)w,(v)~! definiert eine Ho-
motopie

W (W) ()W ()~

zum konstanten Weg xg(u). Setzt man hier u := tu’ ein, fiir v’ € £, so erhélt man

eine Homotopie
W) X[ (W)W (0) ™

die fiir s = 0 den Weg X7 (u) liefert, fiir s = ¢ hingegen den Weg Xf“(ﬂ) (nuv=Pa7),
Fiir t = 0 ist die Homotopie offensichtlich konstant Id. O

Analog zu den Rechenregeln in Lemma 4.13 (a), (b), (d) und (e) rechnen wir nun
einige Eigenschaften von W nach.

Lemma 6.39. Fir o, € ® und u,v € k* gelten
(a). W)W, (w)We(v) ™' ~ Wf“(ﬁ)(nuv*ﬁa*) (homotop relativt = 0).
(b). H*(0)WF (w)H? (v)~ = W (uv?®") (homotop relativ t = 0).
(¢). H*(v)HP (u)H(v)~! ~ HP (uvf* YH (05" )1 (homotop relativ t = 0).
(d). W) HY (@)W ()™ & H*D (o= ) Hy* P (o0 )1 (hr. t = 0).

wobei n = n(a, B) wie in Lemma 4.4.
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Beweis. Wir rechnen mit Lemma 6.38:

(1) W)W (w)Wy(v) ™
(2)

=W (0) X7 ()X, (=) X ()W ()™
(3)

=W () X7 (W (0) 7 W)X (—u YW (o)™ W (0) X ()W (o) !

X7 (e, Buv) X7 (e, =B) (—u om0 X7 (e, Buw )

—X (5)<nuv a*) X;Ja(ﬁ)(_(nuv—ﬁa*)—l) Xtaa(ﬁ)(nuv—ﬂa*)
(6)
=W (quy=Fe”.

Dabei haben wir benutzt, dass n(«, 5) = n(a, =) € {£1} und (—p)a* = —pa* ist.
Damit ist (a) gezeigt. Durch zweimaliges anwenden von (a) kommen wir auf (b):

(7) Hp ()W (u) He' (v) ™!

(8) :Wta(U>Wta(1) 1VVt (u)Wta( ) (U>_1

9) =W (v) :“( DWE (w)We(=1) " W)™
(10) AWE (v) W7 (qu(=1)777) W (v) !

(11) ~W7 O (e, B)n(a, 0a(8))u(—1) P y=om ()7
(12) =W/ (™).

Dabei haben wir in der letzten Zeile benutzt, dass —o,(8)a* = fa* ist. Daraus folgt
direkt Aussage (c):

(13) H (v)Hy (u) Hy' (v) ™"

(14) =Hp (v) W ()W (1)~ Hf(v)™!

(15) =Hp ()W (u)H () P (0) W (=1 Hp (0) !
(16) Wf(uv‘“)W( gy

(17) =7 (wo™") WP ()W (1) W ()~

(18) =H] (uo™") H (v**")~!
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Ahnlich zeigen wir (d):

(19) Wi (o) HY () W (0) ™

(20) =W W) W)W )™ W)™

(21) ZWt“(v)Wt( YW (v) W) W (=)W (v) !

(22) ~ W) (50" ) o) _pyysa’)

(23) —WU“ (nuv’ﬁo‘ ) Wf“(ﬁ)(l)*lwt"a(ﬁ)(l) Wt"“('g)(nv’ﬁa*)’l
(24) =H*P) (quv=P" Y HT*P) (=P -1

Wir bemerken noch abschliefend, dass man (c) auch tiber (d) beweisen kann, wodurch
sich der Beweis allerdings nicht verkiirzt. O]

Analog zu Lemma 4.13 (g) untersuchen wir W und W, “.
Lemma 6.40. Sei o € ® beliebig. Dann gelten fir alle s € k*:
(a). We(s) ~ W *(—s) (homotop relativt =0),
(b). H¥(s) ~ H; “(s)~" (homotop relativt =0),
(c). W) HX(s)WH (1)~ ~ HX(s7Y) (homotop relativ t = 0).

Beweis. Fiir Aussage (a) rechnen wir mit Lemma 6.38 nach:

(25) W)Wy (=s71)

(26)  =XP(s) XN (=sTH)XP(s) W (=sT)

(27) =X (=) X (=T X () XN (=TT (s) W (=) T
(28) =X (=sT )T W (s X)W N (=)

(29)  ~XN(=sTH) T X(=sTY)

(30) =Id.

Damit ldsst sich nun leicht Aussage (b) folgern:

(31) HF(S)H{“(S)

(32) =W (s)W, () W)W )
(33) %Wta(S) S ()W (1)
(34) =W (s) W, ( s)

(35) =Id.

Schliefslich zeigen wir (c):
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(36) W (1) HE ()W (1)

(37) ~ (W) H > (s)We1)™)

(38) ~ (Hp (—s)Hp (1))

(39) =H{(—1)Hf(—s)

(40) :Wta(_1>Wta(1)71Wta(1)Wta<_5)71
(41) =W (— L)W (—s) ™"

(42) AW (LW (™)

(43) =H; (s~

~HM(s7). O
Lemma 6.41. Die Schleifen C{(x,y) fir a € ® und x,y € k* erfillen die Relation
CH(z,y) = CHa~ ' y™) (homotop relativt =0 und t = 1).
Beweis. Wir rechnen nach:

C (2, y) = CF (z, y) W (W (1)~

(Lemma 6.37) ~WE(1) Cf (2, y) W (1)~

(Definition C}') =W (V) H (x) H (y) Hy (wy) " W (1)
(Lemma 6.40 (c)) ~H (7 H (y ) HE (o))
(Definition C}') =Ci et y™).

O

Analog zu Lemma 4.15 (a) und (b) untersuchen wir, wie die Schleifenabbildungen
Cy fiir verschiedene Wurzeln zusammenhéangen.

Lemma 6.42. Seir a € ® beliebig. Dann gelten:
(a). C¥z,y) = C;“(x,y) (relativt =0 und t = 1).
(b). Fiir alle o € W ist C7 (z,y) = CF*(z, ).

Beweis. Aussage (a) rechnen wir mit Lemma 6.37 und Lemma 6.40 (b) nach:

(44) Ci(r,y)

(45) =H{ (zy) ' HY (xy) Cf(x,y)

(46) ~H{ (zy) ™ C (x, y) HY (zy)

(47) =H{ (xy)” Hy (x) H (y) H (xy) " H (zy)
(48) =H{ (xy)” " H (x)H} ()

(49) ~H, “(zy)H,; *(z) ' H, “(y)™

(50) =C % (y,z)"".

Aussage (b) rechnen wir mit Lemma 6.39 und Lemma 6.37 nach:
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Aus Lemma 6.39 (d) folgt mit 8 := 0,(7)
WD H] (W)W (1)~ ~ HY (u) Hy ()
fiir den Fall p = 1 also W2 (1) H; (w)We (1)~ ~ HY (u).
Fiir den Fall n = —1 rechnen wir mit Lemma 6.39 (d):

W) W H] ()W (1)~ W)™

W) HY (—w)H (1)~ Wi ()™

—Wf(l)H ()W () WEH] (1) Wi (1)
=H{ (—u™") Hﬂ(—l)_1

tﬁ( —u 1)Wtﬁ( 1)~ 1Wﬁ( )Wtﬂ(_l)_l
=W/ (—u )W (1)

nun folgt mit Lemma 6.40 (a)
W (= WP (1) R WP WP (1) = H ().
Insgesamt ist fiir n € {+1} also
Cl(w,y) =H] (x) H] (y) H (xy) ™"

we(1)~ IC (:L’,y)Wa( ) falls n = 1,
We (U)W (1) CP () WE()WR(1) falls = —1

N Cl(x,y) oder
C 7 (x,y).

Dabei haben wir im letzten Schritt nur noch Lemma 6.37 benutzt. OJ

Analog zu Lemma 4.15 (c¢,d) schreiben wir Kommutatoren von HY und Hf als
Schleifen.

Lemma 6.43.

(a). Sind o, 5 € & beliebige Wurzeln, so gilt fir alle u,v € k*

[H (u), HY (0)] & CF (u,v°7) ~ O (0,u”)

(b). Ist « € ®(G) eine lange Wurzel und ®(G) nicht symplektisch, so sind die
Schleifen CY(u,v) fir u,v € k* bilinear bis auf Homotopie relativ Basispunkt.
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Beweis. Wir rechnen einmal mit Lemma 6.39 (c):

[H (u), H (v)]

;(0)Hf (u) " HY (0) ™

=H;'(u) H,

~H(u) (Ho‘(uvaﬂ VH (v aﬂ*)_l)
=H(u)H

= O

-1

P H )

u,vo‘ﬂ*),

u

und ein zweites Mal: [H®(u), H' (v)]

=H; (w) Hy (v)Hf (u) ™ Hy (v) ™"
~H (0 HY () Y (0)
=CP(v,u?")!

Damit ist (a) gezeigt.
Nun gibt es zu a € ® lange Wurzel in einem nicht-symplektischen Wurzelsystem &
stets ein § € ® mit af* = —1. Mit Aussage (a) haben wir dann
Cy(u,v) = [Hf (u), H (v)).

Damit ist [C{(u,v)] nun linear in u: C{(zy, 2)

~[H} (wy), H ()]
[CF (,y) " HE () HY (y), H (2)]
~ O (a,y) ™ Cf (2, ) [HP (0)HE (y), HY (2)]
=[H} (x) H} (y), H{ (2)]
=H (2)[H} (y), H} (2)|Hf (x) 7 [Hf (), H] ()]
~HP () CF (y, 2) Hi (2) ™ CF (w, )

() H'

(

N

Diese Rechnung ist symmetrisch in den beiden Faktoren von C§'(u, v), also ist [C{'(u, v)]
bilinear. n

Ist das Wurzelsystem ® moglicherweise symplektisch, so konnen wir wenigstens
noch eine Abschwichung von Bilinearitdt zeigen, analog zu Lemma 4.16.

Lemma 6.44. Die ausgezeichneten Schleifen Cy erfillen bis auf Homotopie eine
abgeschwaichte Bilinearitdt:

[C (z,y)] o [Cf (zy, 2)] = [C}(z,y2)] o [C{ (y, 2)]-
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Bewets. Zunéchst stellen wir fest, dass
[C¥ (a,b)] o [C (¢, d)] = [C{(a,b) - C (e, d)],

da zwei iibereinander distribuierende Monoide (hier: (1, ) und (71, o), also m1(G,) mit
Multiplikation und mit Verkettung) {ibereinstimmen, wie wir in Lemma 5.32 gezeigt

haben.

Ci(z,y) Cf (xy, 2)
(Definition C) =H{ (@) H (y) H} (vy) ™ H (vy) HY (2) H} (2y2) ™
(Kiirzen) =H () Hy (y) Hy (2) Hf (zyz)
(Definition C{(y, z)) =H(z) C{(y, Z)HO‘(yz)HO‘(xyz)_1
(mit Lemma 6.37) ~HM (2)H (yz)HE (vy2) 7t CX (y, 2)
(Definition C{(z,yz)) =Cf(x,yz) C (y, 2).

Nun kénnen wir fiir die Homotopieklasse mit Basispunkt folgern:

=[G (z, y)] o [C (2y, 2)]
(-=o0) =[C} (z,y) C (zy, 2)]
(vorige Betrachtung) =[C{(x,yz) C(y, 2)]
=[C{ (z, yz)] o [C{ (y, 2)]- O

Satz 6.45. Die Morphismen Cj' : Gy A Gy, = Q G, fiir o € ® erfillen die Steinberg-
Relation bis auf Homotopie relativ Basispunkt, d.h. fir alle x € k> mit x # 1 ist
Ci(z,1 —x) ~ Id (homotop relativt =0 und t = 1).

Der Beweis dieses Satzes wird erst im néchsten Kapitel in Form von Korollar 7.15
gegeben, da wir hierzu einen allgemeinen Satz aus der Al-lokalen “motivischen” Ho-
motopietheorie heranziehen werden. Um Matsumotos Beweis direkt zu kopieren, wére
eine Bruhat-Zerlegung auf G, vonnoten gewesen, die dem Wissen des Autors nach
noch nicht untersucht wurde. O

92



6.7. Die Faser iiber dem Basispunkt

6.7. Die Faser iiber dem Basispunkt

Satz 6.46. Sei o € © eine lange Wurzel. Die Abbildung

CY kK x k™ — m(G,,1d),
(a,b) = [C{(a, b)]

faktorisiert tiber einen Gruppenhomomorphismus

O K5P(k) o (G, Id).
Beweis. Die Normiertheit C{'(1,b) = Id = C*(a, 1) haben wir bereits in Lemma 6.35
gezeigt. Die Relation [C{(a,b)] = [C¥(a™!,b7!)] haben wir in Lemma 6.41 gezeigt.

Schwache Bilinearitdt haben wir in Lemma 6.44 bewiesen. Die Steinberg-Relation ist
nach Satz 6.45 erfiillt. O

Proposition 6.47. Ist ® kein symplektisches Wurzelsystem, so faktorisiert der Grup-
penhomomorphismus

C  KSP(k) —  m(G,,1d)
aus Satz 6.46 tber einen Gruppenhomomorphismus
c: K¥(k) — 71(G,,1d).
Beweis. Nach Lemma 6.43 ist die Abbildung
C* kK xk* = QG,
Z-bilinear bis auf Homotopie relativ Basispunkt in Q2 G,. O]

Proposition 6.48. Wenn ® nicht symplektisch ist, so hdangt der Homomorphismus
C% nicht von den getroffenen Wahlen der positiven Wurzeln ® oder der Wahl der
langen Wurzel o € @ ab.

Beweis. Es gibt fiir nicht-symplektische Wurzelsysteme ® und zwei lange Wurzeln
a,B € ® stets ein Element der Weylgruppe ¢ € W mit o(a) = 5. Wir haben in
Lemma 6.42 (b) gezeigt, dass dann bereits fiir alle 2,y € k> gilt: [CF (2, y)] = [C;°].
In Lemma 6.42 (a) haben wir gezeigt, dass [Ci%] = [C?] ist. Damit stimmen die
Homomorphismen C$, CP : k% x k% — m1(G,,1d) iiberein. O

Satz 6.49. Seit R eine k-Algebra und G eine einfach zusammenhdngende Chevalley-
Gruppe mit Wurzelsystem ®, sodass

Ko(®, R[t]) ~ Ka(P, R).

Dann liftet jeder Weg in G(R) bis auf freie Homotopie eindeutig nach Ste(R) und
homotope Wege liften auf die selbe Homotopieklasse von Wegen in Ste(R).
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6. Singuldre Auflosung von Chevalley-Gruppen

Beweis. Sei v € G(R|[t]), dann gibt es nach Proposition 6.15 verschiedene Lifts 7,
die sich um multiplikative Faktoren in Ko(®, R[t]) unterscheiden. Nach Voraussetzung
an ® und R unterscheiden sie sich also um Faktoren aus Ko(®, R), sodass wir fiir
einen gegebenen Lift 5; den Lift 7,5, ' bilden kénnen (das entspricht der Wahl eines
kanonischen Basispunkts in St,). Jeder andere Lift 7} unterscheidet sich nun nur um
ein Element aus Ky(®, R) von 7,7, ', allerdings ist 5:7, '7,(7) " = Id, also ist der
Lift 7,7, eindeutig bis auf freie Homotopie.

Sind nun 74, vy; € G(R[t]) homotop, so gibt es eine Homotopie 7(t, s) € G(R[t, s])
mit 7(¢,0) = 4 und 7(¢,1 — t) = ~;. Diese Homotopie liftet nach Proposition 6.15 und
der Voraussetzung an Ky bis auf einen multiplikativen Faktor in Ky(®, R) eindeutig zu
einer Homotopie 7(t, s). Nun ist 7(£, 5)7(0, s) ™" ein bis auf freie Homotopie eindeutiger
Lift von 7, der die zuvor konstruierten Lifts 7; und 7/, mit 7y = Id = 7/, ineinander
iiberfiihrt. O

Satz 6.50. Sei R eine k-Algebra und G eine einfach zusammenhdngende Chevalley-
Gruppe mit Wurzelsystem ®, sodass

Ky (@, R[t]) ~ Ka(P, R).

Dann ist eine wohldefinierte Abbildung L : m(Ge(R),1d) — Ko(®P, R) definiert durch
die Vorschrift, fir eine Homotopieklasse von Schleifen [w;] einen Reprisentanten w; auf
einen Weg [7;] mit 5o = Id in Ste zu liften und dann auf den Endpunkt v, € Ko(P, R)
abzubilden.

Beweis. Nach Proposition 6.49 ist der Weg 7, € St, fiir die Homotopieklasse von w;
bis auf den Basispunkt erhaltende Homotopie eindeutig. Der Punkt 7; liegt in der
Faser iiber Id, also Ko(®, R), welche diskret in St, liegt, und damit ist 7; invariant
unter Basispunkt-erhaltender Homotopie des Weges 7;. [

Bemerkung 6.51. Die hier betrachtete Abbildung L ist nach Konstruktion der Homo-
morphismus (L) aus Lemma 5.38.

Satz 6.52. Sei ® ein Wurzelsystem, welches Homotopieinvarianz in einer Variablen

tber k erfillt, also

Dann sind die Homomorphismen C% und L zueinander invers.

Beweis. Seien a,b € k*, also {a,b} € K¥(k). Dann bildet L die Homotopieklasse der
Schleife C%(a, b) auf cy(a,b) = {a,b} € K}(k) ab.

Sei umgekehrt eine Schleife M (t) = [[,.; X" (u;) gegeben. Dann bildet L ihre Homo-
topieklasse auf [[[;c; Ta,(u;)] ab, nach Matsumoto ist das ein Produkt [, ; ca(ay, b;),
also ist L([M]) = L([M']) mit M'(t) := [];c; C{(a;,b;). Nun ist noch zu zeigen, dass
[M] = [M'], also dass M (t) ~ M'(t) ist. Es ist M’(t)M(t)~! eine Schleife in St,, aber
71(Ste, Id) = 0 nach Lemma 6.24. Also gibt es eine Homotopie M (¢, s) der Schleife
M'(t)M (¢)~! auf die konstante Schleife Id. Diese Homotopie liefert eine Homotopie
M(t,s)M(t) von M'(t) auf M(t), also [M] = [M']. O
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7.1. Einfithrung

Der allgemeine Formalismus zur Definition von Homotopien und Homotopiegruppen
ist Quillens Homotopical Algebra [Qui67|, insbesondere der grundlegende Begriff der
Modellkategorie. Morel und Voevodsky haben eine Modellkategorie definiert [MV99],
in der man jedem Schema, wie auch jedem simplizialen Schema und jeder simplizialen
Pragarbe auf Schemata, Homotopiegruppen zuordnen kann und in der sich die affine
Gerade A! wie das Einheitsintervall der klassischen Topologie verhilt. In der K-Theorie
verwendet man nur glatte Schemata, da nur dann K-Theorie Homotopie-invariant ist.

Dazu wird die Kategorie der glatten Schemata Sm /k tiber einem perfekten Koérper
k eingebettet in die Kategorie der simplizialen Pragarben auf Sm /k, auch bezeichnet
mit A°? PShv(Sm /k). Die Yoneda-Einbettung in eine Préagarbenkategorie geschieht,
um alle kleinen Limiten und Kolimiten in der Kategorie zu haben. Man verwendet
Pragarben mit Werten in der Kategorie simplizialer Mengen, um auf simpliziale
Homotopietheorie zuriickgreifen zu kénnen.

Wir verwenden auf simplizialen Mengen die Kan-Modellstruktur aus Definition 5.20.

Wiéhrend Morel und Voevodsky in [MV99] Garben in der Nisnevich-Topologie ver-
wenden, betrachten wir zunéchst nur Pragarben - die entsprechenden Modellkategorien
sind Quillen-aquivalent nach [Jar00, Theorem B.6|. Zur Nisnevich-Topologie und ihren
Anwendungen gibt es eine ausfiihrliche Bibliographie von Nisnevich [Nis].

Wir werden im Folgenden Begriffe und Sétze der abstrakten Homotopietheorie nur
soweit notwendig verwenden und verweisen auf die Lehrbiicher von Hirschhorn [Hir03]
und Hovey [Hov99| fiir Modellkategorien und Goerss und Jardine [GJ99| sowie May
[May92| fiir simpliziale Objekte.

Zunichst betrachtet man auf A°® PShv(Sm /k) eine Modellstruktur, in der sich A!
noch nicht wie das Einheitsintervall verhalt:

Definition 7.1. Die Jardine-Modellstruktur auf A°° PShv(Sm /k) ist gegeben durch:
Kofaserungen sind genau die Monomorphismen, schwache Aquivalenzen sind genau
die Abbildungen, die auf Halmen schwache Aquivalenzen von simplizialen Mengen
induzieren und Faserungen sind iiber die rechte Liftungseigenschaft definiert.

Diese Modellkategorie ist somit eine eigentliche simpliziale Modellkategorie, siehe
[MV99, Remark 1.5, S. 49] und [MV99, Remark 1.9, S. 50] fiir die analogen Aussagen
fiir Garben.

Um eine Modellkategorie zu erhalten, in der A' zusammenziehbar ist und in der
X x A' und X schwach dquivalent sind, forciert man diese Eigenschaften mit einer
Bousfield-Lokalisierung am Objekt A! (siche [Hir03, Definition 3.3.1, Chapter 3.3, S.
57]). Die so erhaltene Modellkategorie heift A'-lokale Modellkategorie.

Um Homotopiegruppen zu berechnen, verwenden wir eine Al-schwach dquivalente
Ersetzung, den singuliren Funktor Sing® . Die Al-Homotopiegruppe 78 (X)(R) eines
glatten Schemas X {iber einem Ring R stimmt im Allgemeinen nicht mit der simpli-
zialen Homotopiegruppe von X (R), also mit m,(X)(R) in der Jardine-Modellstruktur
iiberein. Ein Vorteil der simplizialen Homotopietheorie ist aber, dass sie sich lokal
berechnen lasst, d.h. auf lokalen Ringen bereits vollstéindig festgelegt ist. Ist R ein
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lokaler Ring, so ist m,(X)(R) = m.(X(R)), die Homotopiegruppe der simplizialen
Menge X (R) in der Kan-Modellstruktur.

In Kapitel 6 haben wir bereits die simpliziale Fundamentalgruppe von Singfxl G
bestimmt. Die A!-lokalen Fundamentalgruppen eines Schemas X stimmen mit denen
der singuléren Ersetzung iiberein:

Proposition 7.2. Fir eine Pragarbe X auf Sm /k ist Sing’ (X) eine Al-schwach
aquivalente simpliziale Pragarbe. Der Funktor Singfxl bewahrt A'-Faserungen.

Das ist [MV99, Korollar 3.8, S. 89].
Um zu sehen, dass wir damit bereits die Al-lokale Fundamentalgruppe bestimmt
haben, benotigen wir die affine Brown-Gersten-Eigenschaft.

7.2. Die affine Brown-Gersten-Eigenschaft

Der Brown-Gersten-Formalismus [BG73| erlaubt, fiir gewisse Klassen von Rédumen
(Brown-Gersten-Klassen) Schnitte von Garben, die gewisse Eigenschaften haben
(Brown-Gersten-Eigenschaft) iiber diesen Rdumen leichter zu bestimmen. Wir wiirden
diesen Formalismus gerne verwenden, um Schnitte der Homotopiegruppen-Prégarben
iiber einem Korper oder einem lokalen regulédren Ring zu bestimmen - leider sind dies
keine Brown-Gersten-Klassen, sodass ein etwas anderer Weg gewéahlt werden muss.
Morel [Mor07] hat dafiir die affine Brown-Gersten-Eigenschaft definiert, die es erlaubt,
Schnitte iiber glatten affinen Schemata zu bestimmen. Singulére Ersetzungen von
Chevalley-Gruppen erfiillen diese Eigenschaft.

Die Definition von Grothendieck-Topologien und Garben auf einem Situs setzen wir
voraus, wie in [MMO92, Definition 1 und 2, S. 110] ausgefiihrt.

Zur Motivation betrachten wir das Garbenaxiom, zunéchst allgemein, dann fiir die
Zariski-Topologie.

Definition 7.3. Ist F' eine mengenwertige Priagarbe auf Sm /k, so heift F' Garbe
beziiglich einer Pritopologie 7, wenn fiir alle Uberdeckungen (U; — X );c; von 7 das
Diagramm

F(X) = [[Fw) =[] FU xx Uy)
i€l ijel
ein Differenzkern ist, und alle vorkommenden Faserprodukte stets existieren.

Zur Definition von Differenzkernen (engl. Equalizer) siehe [Mac71, Kapitel 11.4, S.
70].

Nun ist die Zariski-Topologie auf Sm /k bereits durch alle offenen Uberdeckungen
X = U UV gegeben (d.h. man kann die Garbeneigenschaft darauf priifen), also
Uberdeckungen der Form (U — X, V — X) mit p : U — X und V — X offene
Einbettungen sodass pl,-1x\vy : p(X \ V) = X \ V ein Isomorphismus ist.

Definition 7.4. Wir nennen ein Quadrat der Form

UXXVHV

|

U——X
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ein elementares Quadrat der Zariski-Topologie, wenn es kartesisch ist, U < X und
V — X offene Einbettungen sind und X = U UV ist.

Damit lasst sich das Garbenaxiom etwas einfacher schreiben, da
FX)=>FU)x F(V)= F(U xx V)
ein Differenzkern ist, genau dann, wenn ein gewisses Diagramm kartesisch ist:

Lemma 7.5. Ist F' eine mengenwertige Pragarbe auf Sm /k, so ist F' eine Garbe in
der Zariski- Topologie genau dann, wenn fir alle elementaren Quadrate in Sm /k das
Quadrat

F(X) F(V)

F(U) F(U xx V)

ein kartesisches Quadrat ist.

Die Abbildungen und die universelle Eigenschaft sind die selben wie im Differenzkern-
Diagramm zuvor. O
Davon wollen wir nun eine homotopietheoretische Version definieren.

Definition 7.6. Sei F' eine Prigarbe auf Sm /k mit Werten in simplizialen Mengen.
Dann sagen wir, F' hat die Brown-Gersten-FEigenschaft fir die Zariski-Topologie, wenn
fir alle elementaren Quadrate in Sm /k das Quadrat

F(X)

F(V)

F(U) F(U xx V)

ein homotopiekartesisches Quadrat (wie in Definition 5.10) ist.

Bemerkung 7.7. Die Eigenschaft, bereits durch gewisse Quadrate vollstandig bestimmt
zu sein, teilt sich die Zariski-Topologie mit anderen Topologien auf Sm /k, wie z.B. der
Nisnevich-Topologie, wie in [MV99, Proposition 1.4, S. 96] ausgefiihrt. Der allgemeine
Formalismus dafiir sind cd-Strukturen (cd=completely decomposed), wie in [Voel0]
vorgestellt. Lemma 7.5 fiir eine beliebige cd-Struktur ist [Voel0, Lemma 2.9] und die
Brown-Gersten-Eigenschaft fiir eine beliebige cd-Struktur ist [Voel0, Definition 3.3.]
(dort heifst eine simpliziale Pragarbe mit dieser Eigenschaft allerdings flasque, also
welk).

Bemerkung 7.8. Die elementaren Quadrate der Nisnevich-Topologie, sind Quadrate
von der Form
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7. Motivische Homotopietheorie

UXXVHV

|

U——X

wobei U < X offene Immersion, V' — X étale, sodass die Einschrankung auf X \ U
Isomorphismus ist.

Es gibt einige Félle, in denen eine gegebene Préigarbe nicht die Brown-Gersten-
Eigenschaft hat, jedoch auf einer Klasse von kartesischen Quadraten noch homotopie-
kartesische Quadrate liefert.

Definition 7.9. Sei F' eine simpliziale Pragarbe auf Sm /k. Dann hat F' die affine
Brown-Gersten-Figenschaft beziiglich der Zariski- bzw. Nisnevich-Topologie, wenn
fiir jedes elementare Quadrat @, dessen Komponenten (X, U, V,U x x V') affin sind,
F(Q) homotopiekartesisch ist. Wir sagen, F' habe affine A'-Invarianz, wenn fiir alle
affinen U € Sm /k die Projektion U x A' — U unter F schwache Aquivalenzen
F(U) — F(U x A') induziert.

Dies ist [Mor07, Definition A.1.7, S. 41].

Proposition 7.10. Sei F eine simpliziale Prigarbe auf Sm /k. Wenn F affine Al-
Invarianz und die affine Brown-Gersten-FEigenschaft fir die Zariski- bzw. Nisnevich-
Topologie hat, so ist die simpliziale fibrante Ersetzung ExC° F (d.h. die funktorielle fi-
brante Ersetzung der Jardine-Modellstruktur) bereits A'-lokal und es gibt Kan-schwache
Aquivalenzen F(U) — Ex° F(U) fir alle affinen U € Sm /k.

Dies ist [Mor07, Theorem A.2.2, S. 42] fiir die Zariski-Topologie und [Mor07, Corolla-
ry A.3.2, S. 44| fiir die Nisnevich-Topologie. Dabei erinnern wir daran, dass ein Objekt
Al-lokal heift, wenn der durch dieses Objekt dargestellte kontravariante Funktor
Projektionen Y x A! — Y auf Bijektionen abbildet. Das ist [MV99, Definition 2.1, S.
106]. O

7.3. A'-Fundamentalgruppen von Chevalley-Gruppen

Jardine hat 1981 bereits die Homotopietheorie von algebraischen Gruppen studiert.

Satz 7.11 (Jardine). Sei G(®) eine einfach zusammenhdingende Chevalley-Gruppe
tiber einem algebraisch abgeschlossenem Korper k, mit ® elz'n irreduzibles reduziertes
Wurzelsystem. Dann gibt es einen Isomorphismus 7, (Sings G(®),1d) ~ K (k).

Das ist [Jar83, Satz 2, Seite 181 bzw. Satz 2.1, Seite 185|. Im Wesentlichen verwendet
Jardine im Beweis die Matsumoto-Présentation von Ky(k). O

Morel hat diese Aussage fiir SL,, auf die motivische Homotopietheorie iibertragen,
Wendt hat dies verallgemeinert:

Satz 7.12 (Morel, Wendt). Ist ein irreduzibles reduziertes Wurzelsystem ® gegeben
und bezeichnet G(®) die zugehorige einfach zusammenhdingende Chevalley-Gruppe, so
hat Sing?' G(®) die affine Brown-Gersten-Eigenschaft (fir die Nisnevich-Topologie)
und damat 1st

1 (G(®)) (k) = mi(Sings (G(@))(k), 1d).
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7.4. Die Steinberg-Relation

Das ist fiir ® # A; eine direkte Anwendung von Theorem 4.10 in [Wenl10]. Moser
hat in seiner Dissertation [Mos| den Fall ® = A; und auch einen Beweis der affinen
Brown-Gersten-Eigenschaft fiir isotrope reduktive Gruppen bearbeitet. O

7.4. Die Steinberg-Relation

Wir wollen in diesem Abschnitt Satz 6.45 beweisen, also nun die Steinberg-Relation
fiir ausgezeichnete Schleifen in 7;(G,) nachrechnen.

Proposition 7.13 (Hu-Kriz). Bezeichne 7 : Gy, X Gy, — Gy A Gy, die Projektion auf
das Smash-Produkt. Dann gibt es einen Raum X und eine Abbildung ) : Gy, NG — X,
sodass der Steinberg-Morphismus

s:A"N{0,1} = Gy x Gy, a+> (a,1 —a)
fortsetzbar ist zu einem Morphismus
5:A' = X,

§|A1 \{0,1} = pomos,

und die simpliziale Suspension >4 von )
Y : N (G AGy) — XX
ist eine Al-schwache Aquivalenz. Damit lisst sich auch
Y50 B, AN{0,1} = 2, G, x Gy
fortsetzen zu einem Morphismus
Y,5: N A -5 2LX

der in der (instabilen) A'-Homotopiekategorie mit [Sp],! verkniipft die triviale
Homotopieklasse liefert:

[Sapl,t 0 [Bes]ar € [Es A, By(Gn AGr)]ar-
Das ist eine Abwandlung von Proposition 1 in [HKO01].

Satz 7.14. Sei G, := Sing‘}1 G die singuldre Aufliésung einer algebraischen Gruppe
G und C': Gy NGy, — Qs G, etn Morphismus, wobei €25 den simplizialen Schleifen-
raum bezeichnet. Dann erfillt C' bis auf Homotopie in der Jardine-Modellstruktur die
Steinberg-Relation, d.h.

Va € Gy, : [C(a,1 —a)] € m(G,)(k) trivial.

Beweis. Ist X ein kofibranter Raum und Y ein fibranter Raum, so ist in der Al-
lokalen Modellstruktur [¥;X, Y]a ~ [X, Q3Y]a1. Diese Adjunktion werden wir fiir
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7. Motivische Homotopietheorie

X = GuAGy, oder X = A sowie fiir Y = G, verwenden, was moglich ist, da die
singuldre Auflssung Sings G = G, bereits A'-lokal fibrant ist.
Nach Voraussetzung ist

[C] € [Gu AGpy QsGa)ar >~ [Es(Gi AGr), Gelar,

also kénnen wir [C] verkniipfen mit [S4¢], ) o[X43]41 und erhalten nach Proposition 7.13
eine triviale Homotopieklasse

[C]:=[C o [Set]al o [E:8lar € [E, A", GuJw > [AY, QG.]us,

die [C] fortsetzt, d.h. jedes Element C(a,1 — a) ist homotop zu einem Element

C(a,1 — a), welches sich auf den Basispunkt Id kontrahieren ldsst. Damit ist auch die
Klasse von C(a,1 — a) in m(G,) trivial. O

Korollar 7.15. Fir G, = Sing‘f1 G erfillt der Morphismus
GCuAGn = m(G,,1d), z Ay = [CF(z,y)]

die Steinberg-Relation, d.h. [C{(a, (1 — a))] = [Id].
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8. Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben gesehen, unter der Annahme von Vermutung 6.22, dass die singuldre Auflo-
sung von einfach zusammenhéngender Chevalley-Gruppe und zugehoriger Steinberg-
Gruppe eine simpliziale Uberlagerung ist, deren Faser iiber dem Basispunkt, also
der Kern, die instabile zweite K-Theorie beziigliche des Wurzelsystems ist. Fiir einen
perfekten Korper konnten wir iiber eine explizite Abbildung, zeigen dass dies die
Fundamentalgruppe der singuldren Auflosung der Chevalley-Gruppe ist. Damit haben
wir eine bereits bekannte Isomorphie neu bewiesen und dariiber hinaus alle Schleifen
bis auf Homotopie explizit beschrieben.

Der Beweis der Steinberg-Relation fiir die Abbildung ist nicht durch eine explizite
Homotopie in Sing‘}1 G gegeben, was sehr zu bedauern ist. Es ist naheliegend, dass
sich die Homotopie von Hu und Kriz fiir simpliziale Gruppen, die A!-lokal sind,
explizit aufschreiben lasst. Auf der anderen Seite legt der Satz von Hu und Kriz nahe,
dass die Steinberg-Relation sich fiir eine grofte Klasse linear algebraischer Gruppen
verallgemeinern lésst.

Eine andere Moglichkeit, die Steinberg-Relation ohne motivische Homotopietheorie
zu zeigen, ware, Matsumotos Beweis fiir die Steinberg-Relation zu kopieren. Dazu
miisste man ein Analogon der Bruhat-Zerlegung fiir Sing‘}1 G beweisen, also eine
Projektion v : G(k[t]) - N(k[t]) auf den Normalisator konstruieren, die auf G(k) der
klassischen Bruhat-Zerlegung entspricht.

Die Annahme eines perfekten Korpers diente zur einfacheren Definition reduktiver
Gruppen und der Anwendung auf motivische Homotopietheorie. Fiir Matsumotos
Beweis ist lediglich ein unendlicher Kérper vonnéten, wobei dies durch van der Kallen
auch zu Ringen mit geniigend vielen Einheiten verallgemeinert werden konnte.

Weiterhin liefe sich die simpliziale Uberlagerung (unter entsprechenden Regulari-
téatsvoraussetzungen an Kj) auch definieren fiir regulére lokale Ringe anstelle eines
perfekten Korpers.

Um die Klasse untersuchter algebraischer Gruppen zu vergréfiern, kénnte man
zu einfach zusammenhéngenden split halbeinfachen oder split reduktiven Gruppen
iibergehen. Fiir nicht-split reduktive Gruppen ist eine erste Schwierigkeit, die richtige
Definition der elementaren Untergruppe zu finden, wofiir die Definition von Petrov und
Stavrova [PS08| fiir isotrope reduktive Gruppen ein guter Kandidat ist, da Stavrova
und Luzgarev in [LS09] zeigen konnten, dass diese perfekt ist.

Eine Frage, die sich natiirlich im Anschluss stellt, ist die nach der Struktur von
7r2(Sing‘§1 G(R)). Nach dem in dieser Arbeit bewiesenen ist diese Gruppe isomorph
zu 75 (Sing®" St(R)), also mit Hurewicz-Homomorphismus zu Hs(B Sing®' St(R), Z),
also der Gruppenhomologic Hs(Sing®' St(R),Z). Nach [Ger73, Corollary 3, S. 367]
ist H3(St(R),Z) = K3(R), was man also auch instabil, wenigstens fiir grofen Rang
erwarten darf. Damit kommt man zu einer

Vermutung 8.1. Es ist my(Sing? G(®, R)) ~ Ky(®, R) fiir ein Wurzelsystem ® mit
hinreichend groffem Rang, etwa rk ® > 3.






A. Anhang

A.1l. Dynkin-Diagramme von Rang < 2

Die folgenden Abbildungen sind Dynkin-Diagramme, wobei der griechische Buchstabe
« unter einem Knoten eines Diagramms D die entsprechende einfache Wurzel a € A(D)
bezeichnet. Enthélt ein Diagramm einen Pfeil, so zeigt dieser in Richtung der kiirzeren
Wurzel. Enthélt ein Diagramm keinen Pfeil, so haben alle Wurzeln die gleiche Lénge.
Siehe hierzu auch [Bou68|.

o
o
Abbildung 1: Dynkin-Diagramm von A; (= By = C})
o o
@ g
Abbildung 2: Dynkin-Diagramm von A; x A;

Oo——O

@ B

Abbildung 3: Dynkin-Diagramm von A,

O:@()

@ g

Abbildung 4: Dynkin-Diagramm von Cy (= By)
O=———0)
3 o

Abbildung 5: Dynkin-Diagramm von Gs
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A. Anhang

A.2. Wurzelsysteme von Rang 2

Die folgenden Abbildungen sind Wurzelsysteme vom Rang 2. Dick gezeichnet sind die

einfachen Wurzeln, die bereits das Wurzelsystem erzeugen. Die griechischen Buchstaben

entsprechen den Bezeichnungen der jeweiligen Dynkin-Diagramme aus Abschnitt A.1.
An den Abbildungen lassen sich Cartan-Zahlen a5* ablesen.

B
aa” =2
-« > « aff* =pBa* =0
al—a)* = (—a)a* = =2
—p

Abbildung 6: Wurzelsystem A; x Ay
15} «

—a—8 —

ala+B) =1, (a+Ba* =3
af* = —1 = fa*

a(-a—=pB) =1=(-a- B

a(=B)" = -1, (—B)a* = -3

+ 5
> (X
B

Abbildung 7: Wurzelsystem A,
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A.2. Wurzelsysteme von Rang 2

B a+f3 200+ 8
af* =—1
—Q >
pa* = —2
—2a—pf —a—pf —p

Abbildung 8: Wurzelsystem C,

Man sieht in Abbildung 8, dass die Wurzeln von C5 nicht die selbe Léange haben.
Die langen Wurzeln bilden ein Unter-Wurzelsystem A; x A; in Cy, die kurzen Wurzeln
jedoch nicht, da die kurzen Wurzeln o und (o + ) sich auf die lange Wurzel (2a + f3)
summieren.

Abbildung 9: Wurzelsystem Go
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A. Anhang

A.3. Der Fall G = SL,

Die einfach zusammenhéngende Chevalley-Gruppe G = SL, ist von Rang 1, mit
Wurzelsystem & = A;. Damit ist sie von symplektischem Typ, denn A; = C}. Ein
maximaler split Torus ist durch Diagonalmatrizen mit Eintridgen t,¢t~! gegeben, eine
Borelsche Untergruppe (und damit eine Wahl positiver Wurzeln) durch die oberen
Dreiecksmatrizen. Die Wurzel-Untergruppe zur einfachen Wurzel {a} = A entspricht
Matrizen mit Eintrdgen auf der ersten Nebendiagonalen. Die Weylgruppe W ist
die symmetrische Gruppe Ss, realisierbar durch Permutationsmatrizen. Wéhlen wir
a = (1,2), so resultiert daraus (vgl. Diskussion des Lemmas von Whitehead in

Abschnitt 6.4)
1t 10
Talt) = (0 1)’ T-alt) = (t 1)’

wa(t)—(tol é) ha(t)—(é tol),

A.4. Der Fall G = SL;

Die einfach zusammenhéngende Chevalley-Gruppe G = SLj ist von Rang 2, das
Wurzelsystem ist ® = A,. Ein maximaler split Torus ist durch Diagonal-Matrizen
mit Determinante 1 gegeben. Eine Borelsche Untergruppe ist durch die oberen Drei-
ecksmatrizen gegeben. Die Wurzel-Untergruppen zu einfachen Wurzeln {a, f} = A
entsprechen Matrizen mit Eintragen auf der ersten Nebendiagonalen. Die Weylgruppe
W ist die symmetrische Gruppe Sj3, realisierbar durch Permutationsmatrizen. Wahlen
wir aw = (1,2) und 8 = (2, 3), so erhalten wir Matrixdarstellungen

1t 0 100
zo(t) =10 1 0], zp(t) =0 1 t|,
00 1 00 1
100 10 ¢t
r ()=t 1 0], Tarpt)=({0 1 0],
001 00 1
0 ¢ 0 1 0 O
we(t)=(t71 0 0], wg(t)=10 0 ¢],
0 01 0ttt o
t 0 0 10 0
ho(t)=1(0 ¢+ 0], hs(t)=10 ¢ 0
0 0 1 00 ¢!
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A.5. Die Weylgruppen von Ay, As und Cy

A.5. Die Weylgruppen von A;, A; und (5

Im Beweis des Satzes von Matsumoto wird eine explizite Beschreibung der Weylgruppen
der Wurzelsysteme A;, A, und Cy bendtigt, an der man die Bruhat-Lénge der Elemente
ablesen kann.

Beispiel A.1. Wir berechnen nun fiir gewisse Wurzelsysteme ® mit Wahl positiver
Wurzeln @ C @ und einfacher Wurzeln A C & (wie in Abschnitt A.2) die Weylgruppe
W = W(®) iiber Satz 3.10 als W = (0, : @ € A), wobei wir also hier mit o, die
Spiegelung zur einfachen Wurzel « bezeichnen.

o d=A, & ={a}, A={a}

— W(A) = {id, oa}.

L4 (b:AZa <D+:{04a 57 O‘_‘_B}a A:{a> 5}
= W(Ay) ={id, 04, 08, 0408, 0304, 000504}

wobei 0,05 als positive Rotation um 120° operiert mit Inversem ozo, und
000304 = Ogtp = 030,04 ist.

L4 q>:c?a (I)Jr:{a? 57 a—{_ﬁa 20{—|—5},A:{OK, ﬁ}
= W(Cy) ={id, 04, 08, 0804, 0008, 080408, 000804, 0030403}

wobei 030, als positive Rotation um 90° operiert mit Inversem o,05. Das
Quadrat ogo,080, = 0,030,043 operiert involutiv als Rotation um 180°. Des
Weiteren sind 030,08 = 0445 Und 0,030, = 02+ involutive Elemente.

Im Hinblick auf die darauf folgende Proposition betrachten wir noch eine explizite
Rechnung.

Beispiel A.2. Wir betrachten alle Elemente der Weylgruppe W (®), welche fiir
a # [ € A die Wurzel g auf +a abbilden:

e & = A, dann gibt es kein 8 # «, also auch kein ¢ € W mit o(f) = +a.

o & = Ay, dann bildet og0, die Wurzel 8 auf +a ab, hingegen 0,030, auf —a.
Keine anderen Elemente von W bilden g auf +« ab.

o & = (), dann gibt es kein Element o € W mit o(5) = +a.
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B. Notationsindex

B. Notationsindex

Symbol  Beschreibung Referenz  Seite
¢ getwistetes semidirektes Produkt 2.10 7
D(G) derivierte Untergruppe 2.15 11
KM zweite Milnor-K-Theorie 2.31 15
{a, b} Erzeuger von KM (k) 2.31 15
K5? zweite symplektische K-Theorie 2.33 16
[a, b] Erzeuger von K57 2.33 16
o Wurzelsystem (stets reduziert) 3.8 22
RS Wahl positiver Wurzeln 3.8 22
A Wabhl einfacher Wurzeln 3.8 22
T Elementarmatrix zur Wurzel a in G 3.17 25
E(G) elementare Untergruppe 3.17 25
St(®, R)  R-Punkte der Steinberggruppe von G(®) 3.31 28
Ky(®, R) Kern von St(®, R) - G(P, R) 3.31 28
Tq Lift von x, in eine Erweiterung 4.1 31
Vs von U%(k) fir « € & erzeugt 4.3 31
S(G,A)  Steinberg-Kozykel G x G — A 4.6 32
S°(G, A) bilineare Steinberg-Kozykel G x G — A 4.7 32
N Z-Punkte des Normalisators des gewahlten Torus 4.3.3 45
N zyklische Erweiterung von N 4.23 45
H von h erzeugte Untergruppe in N 4.23 45
H Ax“H 4.22 44
N* H xy N 4.25 49
N Quotient von N* nach Relation h = j(h) 4.26 49
S N xn G(k) (verklebt via Bruhat-Zerlegung) 4.27 50
A Von {\,|aca} erzeugte Gruppe 4.27 50
E A(H)UNU*) U A, operiert auf S 4.27 50
A Ordinalzahlkategorie 5.11 66
A" n-ter Standardsimplex 5.12 66
A} k-tes Horn in A” 5.14 67
Sn n-te simpliziale Sphare A™/9A"™ 5.14 67
PX, punktierter simplizialer Pfadraum von X, 5.15 67
X, punktierter simplizialer Schleifenraum von X, 5.15 67
X2 (s) linearer Weg z,(ts) in G(k[t]) mit s € k* 6.31 84
C{(x,y) ausgezeichnete Schleife in G(k) 6.33 85
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Konventionen

An gewisse Konventionen der Notation, die auch im Text an den entsprechenden
Stellen erwahnt werden, sei hier nochmal erinnert:

Der Buchstabe k bezeichnet in der Regel einen perfekten Korper, der Buchstabe R
einen Ring. Ringe sind in dieser Arbeit immer kommutative, assoziative Ringe mit 1.

Wir notieren Gruppen, wenn nicht anders angegeben, multiplikativ mit neutralem
Element 1. Linear algebraische Gruppen haben neutrales Element und Basispunkt
Id. Kommutatoren notieren wir [x,y] = zyx~'y~! und Konjugation gelegentlich mit
Ad(x)(y) = zyax".

Homotopieklassen [y;] von Elementen ~; einer simplizialen Menge mit Basispunkt
sind stets als Homotopieklassen beziiglich den Basispunkt erhaltender Homotopien
(d.h. relativ ¢ = 0) zu verstehen, wenn nicht explizit anders angegeben. Ebenso
bezeichnet das Symbol & stets die Homotopierelation beziiglich Basispunkt-erhaltender
Homotopien. Bei Schleifen bezeichnet ~ die Homotopierelation fiir 71, also ist w; =~
Wy < |wy] = [wj] € m1.

Der Verweis “Matsumoto, 1.1”7 hinter einem Lemma oder einem Satz verweist auf
den entsprechenden Paragraphen in [Mat69].

Wegweiser

Abbildung 10: Wegweiser durch Matsumotos Konstruktion einer Erweiterung E zu
einem vorgegebenen Kozykel ¢ € S(k, A).
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